Mathematik fir Informatiker

Prof. Dr. Benno Fuchssteiner

Mengenlehre - Aussagenlogik

Eine Menge ist die Zusammenfassung von bestimmten Wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem ganzen. Die Objekte
heiBen Elemente dieser Menge. Zwei Mengen sind gleich (M; = M,), wenn ihre
Elemente gleich sind.

Mengen: M, B, a, ... # Ist a Element von M, so schreiben wir ac M

Def.: durch Aufzdhlung M={1,2,15, Regenwurm} 1e M, ... Regenwurme M
Wenn b nicht Element von M, dann b¢ M

Leere Menge: & hat keine Menge 1¢ &, Je O

M={1,2, O} - DeM

N ist die Menge aller positiven Zahlen
Ny ist die Menge der nichtnegativen Zahlen

P = Primzahlen R, = die nichtnegative reelle Zahlen
7 = ganze Zahlen Q =rationale Zahlen, Q, = ...
R =reelle Zahlen C = Komplexe Zahlen

{n>2Ine N} oder {nIn>2 und ne N}
{nIn>2Ane N} A = und*
{n’Ine N}
{nln ist Horer der Mathematikvorlesung}
{nIn 1st ein Sandkorn in der Wiiste }

M: = {n¢n} Frage: Ist Me M? - Paradoxon
P={nlne NA(ab=nAae NAbe N)=(a=nvb=n)}

Def.: M1 heifit Teilmenge von M2, wenn jedes Element von M1 auch Element von
M2 ist M1cM2, M2oM1

Frage: NcN? —ja

A=B Abkiirzung von: aus A folgt B

wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr

A:=,,Das hochste Haus in Paderborn ist 700m hoch*

B:= ,Heute ist der 24.12.2007¢ A=B
Abk.: v =, oder — =, nicht*

M1cM2 heilit xe M1 = xe M2

Neue Operationen
MI1nM2={alac M1Aae M2} Durchschnittsmenge von M1AM?2
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M1uM?2={alaec M1vae M2} Vereinigungsmenge von M1AM2
M1 \ M2={alae M1Aa¢ M2} Differenzmenge von M1AM2

Frage: gilt M1nM2)uUM3 = M1u( M2nM3)
Es gilt: MI\(M2~M3) = (M1\M2)u(M1\M3)

n-Tupel:

Wenn ay, ... a, mathematische Objekte, dann (a, ... a,) n-Tupel
M1, M2 seien Mengen

M1xM2:={(a;,ay)la;e M1Aa,e M2} — (aj,a)#(as,a;)

| - BildvonR

0 1,7529

(a1,a2)
RxR={(a;,ay)la;e RAna,e R}

v

. a1
Relation

M1, M2 seien Mengen, dann heil3t eine Teilmenge von M1xM2 Relation zwischen
MI1AM?2

(P={ (al,az)lale R,a,eR, ay-a,€ R+} & a>a,

T={(aj,ax)la,e Z,a,e Z, es gibt ein ne Z mit n*a;=a, }CZxZ

Funktion

A, B seien Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem Element ac A eindeutig ein be B
zuordnet, heilt Funktion von A nach B.

Schreibweise von f: A—B das zugeordnete Element schreiben wir als f,

f: Student — Matrikelnummer

f: Ehemann — Ehefrau

Funktion keine Funktion

Relation @={(x,x?)lxe R}cRxR
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Zuordnung: Jedem xe R wird zugeordnet alle ye R mit (x,y) € ¢
diese Funktion hei3t Parabel

M1 f M2 M2 g M3 M1 f*g/ g(f) M3
Konkatenation (@) von Funktionen
f: R,—>R, f=x2 g0=v2  Umkehrfunktion

G sei Graph einer Funktion M—S
G, sei Graph einer Funktion S—K
Geer=1(a,g(fn))lac M} heilit Konkatenation

Def.: A, B seien Mengen ¢@: A—B sei Funktion
=AcA  @oA):={@nlac A} (Menge NcN)

¢@(A) heiBt Bild von A unter @
=NcN @' (N):={alp(a)e N}

¢'(N) heiBt Urbild von N unter ¢

A sei endliche Menge: Eine Funktion @: A—A, die bijektiv ist, hei3t Permutation von
A (Manchmal sagt man auch ,,Anordnung*)

Wir nummerieren die Elemente von A durch a;, a,, ... a,,
f: A—A f(y )=a,  (fbijektiv)

Schreibe die a, gemil der Reihenfolge der k an

aj, A, ... Ay

| | |

ap ap, -.-Ap
Mengen: M1, M2, M3
Es gilt: MI\(M2nM3)=(M1\M2)u(M1\M3)

Wie beweist man das? / Wie versteht man das?

M2 MI1=T1uUT2UT7UT6
M1nM2=T2UT7
MI\M2=T1UT6

WENA
MI\M3=T1UT2
M2NM3=T7UT4
Es stimmt
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MI\(M2AM3)=T1UT2UTTUTO\NT7UT4)=T1UT2UT6
(MI\M2)U(M1\M3)=(T1UT6) U(T1UT2)=T1UT2UT6

Wie beweise ich A=B (fiir Mengen)?
VX (xe A=>xe B)A(xe B=>xe A)
oder

VX (xe A=xeB)

Beweis fiir MI\(M2NM3)=(M1\M2)uU(M1\M3)

Wir haben zu zeigen: 1) xe MI\(M2nM3)=xe M1\M2)u(M1\M3)
2) xe MI\M2)UM1\M3)=xe M1\(M2nM3)

xe MI\(M2~M3)

xe M1axg M2nM3)

xe M1A(xg M2vxe M3)

(xeM1Axg M2)v(xe M1Axg M3)

(xe MI\M2))v(xe M1\M3)=xe (M1\M2) UMI1\M3)

Aussagenlogik
Syntax, Theorie, Semantik
» Symbolsatz {X,y, A, B, xeM, q, ...} endlich oder unendliche Menge, diese
nennen wir Aussagenvariablen
» weitere 5 Symbole (Junktoren) {—, A, v, =, <}
» 2 ausgezeichnete Werte {W, f} Wahrheitswerte
» Konstanten {C;, C,, ...} fiir diese Konstante gibt es eine fixierte Funktion
Wi {C, Gy, ...} = {W, [}
Die Menge bestehend aus diesen Symbolen nennen wir Basissitze!

Semantik
W=*“Wahr*, {="falsch®, A="und®, v="oder*, —»="impliziert* (hat zur Folge), <>="ist
dquivalent, —==“nicht*

Bsp.:
Aussagenlogik: ,,Am Tage x regnet es®, xe M
Konstanten: ,,Cdsar war ein Mensch* — W

,Der Januar hat 31 Tage“ - W

Syntax:

Wir legen fest, was eine Aussage ist.
1) ,,JJede Basisaussage ist eine Aussage
2) ,,Wenn A und B Aussagen sind, dann sind auch (AAB), (AvB), (A—B),
(A>B), (—A) ebenfalls Aussagen
3) Jede Aussage entsteht durch die Regeln 1 und 2

(A—=B)V(C=(RVB)AC)&(T—A)VQ
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Bsp.:

AV: Aussagenvariablen, B: Basissitze, A: Aussagen

Theorie.

Wir betrachten eine beliebige Funktion ¢: AV—{W, {}

Wir nennen dies eine Variablenbelegung. Dies wollen wir durch (verniinftige) Regeln
zu einer Funktion ausdehnen: @*:A—{W, f} Wahrheitsfunktion

Aussagen auf Basisaussagen @* y,):=w, @*:=f, @*¢):=wf ) — Konstante

Q*(A) 9*(B) Q*(=A) Q*(AvB)  @*(AAB)  ¢*(AoB) ¢*(A©B)
W 4 f 4 W 4 W
' f f ' f f f
f W% w w f W f
f f W f f \W% W

Zwei Aussagen Al, A2e A heiBen logisch Aquivalent, wenn sie fiir jede

Wabhrheitsfunktion @* auf denselben Wert abgebildet werden (Zeichen: = logisch
Aquivalent)

Av(—=A)=W

(mA—-B)ABH) =AW ,.Indirekter Beweis*

A—B=—-AvB

AoB=(A—-B)A(B—A)

AB=(—AVB)A(—BVA)

Av(BAC)=(AVB)A(AVC)

AA(BVC)=(AAB)V(AAC) o B

0*(A) 0*(B) 0*(—=A) ¢0*(=B) (=AvB) (=BVA) (arnB)  o0*(AoB)
W W f f W W W W
W f f W f W f f
f W W f W f f f
f f W W W W w w

Eine Aussage hei}t allgemein giiltig, wenn sie von jedem W abgebildet wird.

Korrekte mathematische Sitze (im Rahmen dieser Logik) = allgemeingiiltige Aussage
Av(—A) ist eine allgemeingiiltige Aussage

Satz: Es gilt A=B genau dann, wenn A<>B allgemeingiiltig ist bzw. (A<>B) =W
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Def.:

Eine Aussage heiB3t A-vereinfacht, wenn sie von der Form ist =T |AT,AT3A...AT,,
wobei die T; von der Form sein miissen T;=A;VA,VA3V...VA;, wobeil A; oder die
— A, Basisaussagen sind (T; heilen oder-Terme).

Bsp.:
1. AVv(AA(—AR)) nicht vereinfacht
2. AiA(Ayv(—AR)) ist vereinfacht

3. AIA(Av(—A3AAY)) nicht vereinfacht

Jede Aussage lésst sich zu einer logisch dquivalenten A-vereinfachter Aussage
umformen.

Das geht so:
+ Ersetzen aller Terme o.—f durch (—o)vp
+ Hereinziehen der Negation: also aus —(owvp) wird (—o)A(—) und aus —(aAP)
wird (—o)v ()
#+ Ersetzen von —(—o) durch o
+ Anwenden des Distributivgesetzes
o Bsp.: AV(BAC) wird durch (AvB)A(AVC) ersetzt
o AA(BVC) wird durch (AAB)V(AAC) ersetzt
4 Ausnutzen der Assoziativgesetze durch Weglassen der Klammern in AA(BAC),
Av(BvC), (AAB)AC, (AVvB)vC

Kann man keine dieser Operation mehr anwenden, so ist die Aussage A-vereinfacht.

Bsp.:
- AV(AA(—A3)= (A1 VA)A(A 1 V(—A3)) A-vereinfacht

- A1 /\(Az\/(_lA3/\A4)):>A1 /\((Az\/(_IA3)/\(A2VA4)):>A1/\(Az\/(_lA3)/\(A2VA4)

Eine A-vereinfachte Aussage heilit A-kanonisch, wenn:
1. keine Konstanten vorkommen aufler den Aussagen w bzw. f.
2. In keinem der v-Terme T gleichzeitig mit einer Basisaussage T ohne
Negation vorkommt

Zu jeder Aussage existiert eine logische dquivalente A-kanonische Aussage. Dies
erhilt man aus A-vereinfachten Aussagen durch:

Ersetzen aller v-Terme in denen A und —A vorkommet durch w
Weglassen aller f in v-Termen (aufer in f selbst)

Ersetzen aller Terme aAwAP durch Weglassen

Ersetzen aller v-Terme in denen ein w vorkommt durch w

Ersetzen von Termen aAfA durch f

Al

Eine Aussage ist A-kanonisch, wenn keine dieser Ersetzungen mehr moglich ist.
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Syllogismus
Bsp.:

Alle Menschen sind sterblich, César ist ein Mensch, also ist Casar sterblich.
(M—>S)A(C>M)—(C-S)=—((tMVS)A(—CVM) )v(—CVvS)=
—(—MVS)v(=CVvM)V(=CvS)=(MA-S)v(CA—=M)v(—CvS) = Distributivgesetz

WAWAW =W

Modus Ponens:
(AA(A—B))—B ist allgemeingiiltig

Beweis:

—(AA(A—B))vB
—(AA(—AVB))vB
(—|A\/—|(—|A\/B))\/B
(—mAv(AA—B))vB
((mAVA)A(—Av—B))vB
((hAVA)VB)A((—AV—B)VB)

(mAVAVB)A(mAV—BVB)=(BVW)A(mAVW)=WAW=W
Indirekter Beweis:

Satz: T ist wahr!
Beweis: Wir zeigen die Annahme, dass —T fiihrt zu einem Unsinn, also ist T wahr.

(—T—-fH)=w
also (—T—f)<>w dies ist allgemeingiiltig

Hypothetischer Syllogismus
(p—1)—>(q—1)—=>((pvq)—r1))

Bemerkung:

Eine Aussage ist genau dann allgemeingiiltig, wenn ihre A-kanonische Form gleich ist.
Algorithmus zum Test von Allgemeingiiltigkeit.

Bsp.:

Abtrennungsregel
(P—=>A(G—1))—=>(p—r1)

Erinnerung: A>B=—AVB
—((p—>A(g—1)v(p—r1)
—((=pvPA(—qVr))v(—pvr)
(—(=pvq)v(—qvr))v(—pvr)
(—pA—q)V(—gA—T)V(—pVr)
(PATQ)V(gA—T)V(—pVr)

((pvIA(PV—)A(—qV@A(—qV—T))V(—pVvr)
—
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(PvA(pV—)A(—qv—)V(—pVr)
(pvqVv—pVI)A(PVIVTPVI)A(TIQVITVIPVT) EWAWAW =W

Andere Logik: Deduktive Logik
Regeln der deduktiven Logik

. p>—p 9. p—>(pVvq)

2. Tp—p 10.g—(pvq)

3. p—(q—p) 11.(p—r)—>((q—1)—>(pvq)—1)
4. (p—9)—p)—p 12.(p>q)—>(p—q)

5. (p—q)—>((q—1)—>(p—1)) 13.(p>q)—>(q—p)

6. (pAQ)—p 14.(p—>q@)—>((q—p)—>(p<>q))
7. (pAQ)—q 15.(p—q)—(—q——p)

8. (p—q)—>((@q—1)—>p—qAr))

Ableitbar: Logische Ableitbarkeit
a) Jede Regel ist ableitbar
b) Sind A und A—B ableitbar, dann ist auch B ableitbar
c) Ist A ableitbar und entsteht B dadurch, dass eine Aussagenvariable iiberall in A
durch dieselbe Konstante ersetzt wird, dann ist auch B ableitbar
Nur diese Regeln kommen vor.

Mathematischer Satz:
Theorem 3A: Unter der Annahme von A gilt B
Beweis: A—B ist ableitbar

Satz 339:

(Satz von der semantischen Vollstindigkeit der Aussagenlogik)
Eine Aussage ist genau dann logisch ableitbar, wenn sie allgemeingiiltig ist.

Noch mal Mengenalgebra: Basisaussagenvariable
Syntax Relation € zwischen x, M, ...
xe M
Elemente Mengen ac B
M =M, xe M, &xeM,
M,cM, xeM;—>xeM,
xe MM, xe M;Axe M,
xe M,;UM, xe M;vxeM,
X¢& M1 —Xe M1
xe M|\M, xe M;Axe M,
xed—f
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Bsp.:
M1U(M1mM2)=M1

Ersetzung

Xe (MIU(MlmMz)HXE M,

xe M vxe (M,nM))<>xe M,
xe M v(xe MoAaxe M,)xe M,

Beh.: xe M v(xe Moaxe M) )<>xe M, ist allgemeingiiltig
Doppelpfeil ersetzen usw. A«>B=(—AvB)A(—BVA)

Sei M eine Menge mit 15 Elementen. Wie viel verschiedene Teilmengen von M gibt
es? 2"

Bsp.:
Im Horsaal gibt es 380 Studenten. Wie viel Moglichkeiten gibt es, daraus eine
!

FuBballmannschaft zu bilden? _ 3800

11!*369!
n=0 M={} Menge der Teilmengen (TM) = { {} } Anzahl=1=2°
n=1 M={1} Menge der TM = { {}, {1} } Anzahl=2=2'
n=2 M={1,2} Mengeder TM ={ {}, {1}, {2}, {1,2} } Anzahl=4=2"

n=3 M={1,2,3} Menge der TM = (LOL2003),(1.2),(1,3),{2,3){1,.2.3}} Anzahl=8=2"
P(M) = die Menge der TM von M (Potenzmenge von M, andere Schreibweise M)
M habe n-Elemente. Die Zahl der Elemente von P(M) bezeichnen wir mit (M)

Wenn M={}, dann a(M)=1 (Induktionsanfang)
Wenn M#{ }, dann nehmen wir ac M weg

A A

M=M\{al o(M)=?

Gesucht ist eine Beziehung zwischen ou(M ) und oM) (Schluss von n auf n+1)

POV) = POV {AU{a)lAcPOV)),

o(M)=Anzahlo( 1\A/[ ) Anzahloy( l\A/I )
a(M)=20(( M )

M Menge, IMl:= Anzahl der Elemente in M

Frage: Wie viel k-elementige Teilmengen in M gibt es?

Wenn IMI=n, dann bezeichnen wir mit y(n,k), die Anzahl der k-elementigen
Teilmenge.

Def..
Eine k-elementige Teilmenge von M bezeichnet man als Kombination von M zu k
Elementen
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Einfach:
Y(n,k)=0 fiir k>n A k<O
y(n,n)=1
Y(n,0)=1

P(M)={ AcMI |Al=k} Fixiere ein Element ac M
Setze P (M) zusammen aus TM, die a enthalten und dann die a nicht enthalten.

P.(M)={AcM\{a}l IAl=k}U{Bw{alIBcM\{a},/Bl=k-1)

T 1

enthalten a nicht disjunkte Vereinigung enthalten a
IP.(M)l=l{ AcM\{a}l IAl=k }l+|{BU{a}IBcM\{a},/Bl=k-1}I
y(n,k)=y(n-1,k)+y(n-1,k-1)

v(0,0) 1
y(1,0) y(l,1) 1 1
v(2,0) y(2,1) v(2,2) 1 2 1
0 k>n
n)_ 0 k<0
(k) - n!
K!(n—k)!

Beh.:
(E) - (E :D+ G; _1) Wie beweist man das?

Zwischenspiel: ,,Vollstindige Induktion*
A(n) Folge von Aussagen mit A(0)=w und A(n)—>A(n+1)

Beh.: Alle A(n) sind wahr

Beweis: Annahme des Gegenteils, d. h. es gibt min. ein ny mit A(ng)=f.
Betrachte: T:={nlA(n)=f} =N,

T#D, da npe T. Wir nehmen das kleinste Element @ >0 aus T.

Dann gilt A(ng )=f, A(ny-1)=w

ABER: A(n)—>A(n+1) zeigt, das dies falsch ist.

Beh.:
n—1 n—1)_ (n—-1)! (n-=1)! ) ] )
(k_JJF (k )— ((n—l)—(k—l))!(k—l)!+ PR (mit k und (n-k) erweitern)

___(-Dk  @-Da-k) _ (@-Dk  @-Din-k)_(-Dk+n-k]
m-K!k-D)k (m-1-K)'k!(n-k) kl(n-k)! (n—k)k! k!(n—k)!

_ (n—=D'n _ n! :(n)Ende
k!l(n—k)! (n—-k)k! \K
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Zusammenfassung:

Wir wissen: 1) y(n,k)=0 fiir k>n und k<0
2) Wn,k)=y(n,n)=1
3) y(n,k)=y(n-1,k)+y(n-1,k-1)

Fiir jedes n gilt y(n,k)= (E) fiir V k (Aussage A(n))

Beweis durch vollstdndige Induktion

1. Schritt (Induktionsanfang)
A(0) ist w (wie wir am Anfang festgestellt haben)

2. Schritt (Induktionsschritt)
Zeige A(n)—A(n+1). Es ist also zu zeigen, wenn A(n)=w, dann auch A(n+1)=w.

Annahme: A(n)=w, d. h. W(n,K)+y(nk-1)= G;} G;_J - G;“) —y(n+1.k)

Also ist auch A(n+1)=w
1)+2) = A(n)=w Vn

M Menge mit IMI=49 Wie viel 6-elementige Teilmengen gibt es von M?
Antwort=( ¢ =13.983.816
IMI=49=1,2,...,49

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit bei einem zuféllig ausgewéhlten Tipp den richtigen
nichsten Sonntag zu wihlen?

W=Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

_ _Zahl dergiinstigen Fille (Grundannahme der komb. Wahrscheinlichkeitsrechnung)

Zahl der moglichen Fille

Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit bei 10 von 32 Karten 4 Asse zu bekommen?
M=Menge der 32 Karten
|IAI=10, AcM Wie viele A gibt es u={ AcMIIAI=10}

= GSJ =Anzahl der moglichen Fille

giinstige Fille, das sind die A, die 4 Asse enthalten
y={BU{4 Asse}[BEM\{4 Asse},|B|=6}:(28)

28
6 ) 195

32) 7238
10

Vollstdndige Induktion
N
Wie grof ist 12422432+ ... +N2= ) n?

n=1
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Beh.:

N
D n2= N(NH?ZNH) (Aussage A(n))
n=1

Beweis:

Wir untersuchen A(1) auf Wahrheit = A(1) ist wahr (I. A)
A(n) set wahr zu zeigen. Dann ist auch A(n+1)=w

N+1 N
anz n2+(N+1)2= NIN+DEN+D +(N+1)2 = wegen Annahme A(n)=w
n=1 n=1
_(N+DINEN+D+6(N+1) _ (N+DEN?+N+6N+6) _ (N+DH(N+2)2(N+1)+1)
B 6 B 6 6

N+1
= > n? also ist A(n+1) richtig

n=1
Beh.:

N

(a+b)"= > (llj) a'd™"*  (Aussage A(N))

k=0
D N=0 links=l  rechts=(]Ja’b’=1
N=1 Ilinks=a+b rechts= ((1)] a0b1+G) a'b’=a+b
II)  Annahme: A(N) sei wahr

N N N
(a+b)*"=(atb) arb)= Y} ]aD (@)= 3 (F ] oM+ 3 (T aloM
k=0 \k=0 1. Term , k=0 2. Term

jetzt k durch j-1 ersetzten (1. Term)
l\il N ajb<N+1-j>:l\IZ+:1 N ip N
=~ j-1 =~ j-1

j= j=

jetzt j durch k ersetzten (1. Term)
N+1
Z( N ) AFp Nk

k-1
k=0
N N+l
_ Nk (N+)k _ N kg (N+1)k
2.Term—2(k)ab —Z(k)ab
k=0 k=0
1. Term + 2 Term—N+1 N[N ) gkp®N+Dk Erinnerune: (N)f N Y_(N+1
' ' _kzok k-1 W0E k)T k-1)7(
N+1
=3 (N 1: 1) KNk
k=0

wenn also Aussage A(N)=w

N+1

(a+b)"'= > (NI:' 1) a“d™ | (Aussage A(N+1) ist also wahr)
k=0

Fazit: alle A(N) Vv N sind wahr
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1 y=1=2°

1 1 y=2=2!

1 2 1 Y=4=2?
() (N) (3 () mae0N2Y0= S 1= T ()

k=0 k=0

N=p sei Primzahl

| k) kQk ok —1)*
(pj: p 1#2%3% _*#(p—1)*p fiir O<k<p
k (p—Kk)'k! 1%2#3* *(p-k)*1*2*...*k

Erkenntnis: p=Primzahl, dann ist GZ) fiir O<k<p durch p teilbar

a, b ganze Zahlen
Wenn a und b beziiglich der Teilung durch n den gleichen Rest haben, dann schreiben

wir a=b mod n
7=1 mod 3 12=0 mod 2 a=b mod n<nla-b

a, b seien ganze Zahlen, p sei Primzahl

(a+b)’= (gj a’b’+ G’j a”'b' (gj a"?b’+ .. +( P J a'b”'+bP
NG — L _J

alles durch p teilbar

(a+b)’=a"+b" mod p

a’=((a-1)+1)’=(a-1)’+1” mod p=(a-2)*+1°+1° mod
=(a-k)’+k mod p
=(a-a)’+a mod p

a’=a mod p

M und A seien Mengen IMI=n |Al=k

Frage: Wie viele verschiedene Funktionen f: M—A gibt es?

Anzahl=y(n,k)

Wir betrachten ein festes a€ M und betrachten die Funktion f;: M\{a}—A dann gibt es
y(n-1,k) Stiick.

Eine Funktion f;: M\{a}—A kann ich zu einer Funktion auf M fortsetzen indem ich M
auf a einen beliebigen Wert aus A zuweise (Es gibt also k verschiedenen
Fortsetzungen). Deshalb: y(n,k)= y(n-1,k)=k?(n-2,k)=k2y(0,k)=k"

Es gibt IAI™ verschiedene Funktionen von M—A.

Auf wie viel verschiedene Weisen kann man ein 8-Team aus 93 Leuten
zusammenstellen? Leute=Menge L

(983):|{T|T<LA|T|:8} ILI=93
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Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit bei einem zufélligen Tipp a) genau b) min. 5
Richtige im Lotto zu haben?

a) giinstige Fille Fi={Bu{a}lIBI=5, BcRichtige Zahlen, ac M\t} u=Richtige Zahlen
= {Bu{a}IBcy, IBI=5, ac M\u}

(g)*43

49

(¥)
Teilbarkeit in Z und einfache algebraische Begriffe
Notation: alb ,,a teilt b (unter der Annahme a, beZ)

Bsp.:
3112 13127 11122

Eine Zahl heilit Primzahl, wenn sie nur von 1 und sich selbst geteilt wird.

wie viele gibt es?

F1=(gj %43 W=

Bem.:
1) alb und blc = alc
2) alb und blc = alb-c, alb+c, aln;b+n,c n;, nLeN
Satz.
Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis:
Wir nehmen das Gegenteil an, d. h. wir nehmen an, es gibt nur endlich viele
Primzahlen: py, p», ..., pn (dies seien alle)
Betrachte:
P1, P2s ---5 PN> PN+1
Die Zahl ist durch kein py, pa, ..., pn teilbar, also entweder Primzahl oder teilbar durch
eine PZ, die in der Aufzdhlung nicht vorkommt.
Bsp.:

Primzahlen sind 2, 3, 7, 11, 427!+1...

Restklassen:
Wir sagen a=b mod n (a, be Z), wenn nl(a-b). Wenn n nicht variiert, dann lassen wir das
mod n der Einfachheit halber weg.

Bem.:
a=a, a=bAb=c=a=c (Also ist = eine Aquivalenzrelation. Die Welt ist voller
Aquivalentrelationen).

Eine vielleicht niitzliche Aquivalenzrelation ist (NXxN)x(NxN)
v={((a,b),(c,d))la,b,c,de N und a*b=b*c}
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Neue Schreibweise.
statt ((a,b),(c,d))e vy schreiben wir (a,b)~(c,d) (offensichtlich (a,b)~(a,b))
(a,b)~(b,c)A(b,c)~(d,e)=(a,b)~(d,e)

Wir kennen noch keine Bruchrechnung und wihlen deshalb fiir (a,b) eine neue
Schreibweise

a. 3, wenn a*d=b*c

b d

statt (a,b) schreiben wir

a—x—b~c—x—d, wenn gilt a+b=b+c

Ist ~ eine Aquivalenzrelation in M, dann heiBt {blb~a} die Aquivalenzklasse von a.

Klassenbildung:

Bsp.: (alles in Z, n fest (n=5))

a~b stehe fiir a=b mod n, dann schreibt man fiir die Aquivalenzklasse von a=[a]cT
Teilmenge von Z

[Z2]={2,7,-3,12,-8,...} unendliche Menge

[2]={2+m*5lme Z} n=5

[a]={a+m*5Ime Z}

Rechnen mit Klassen:
Einfiihrung einer Arithmetik
[a]+[b]=[a+b]

[a]*[b]=[a*D]
[2]+[3]=[7+8]=[32+503]

Klassenbildung war strukturvertriaglich mit +, * Kongruenzklassen

Betrachte die Aquivalenzklassen mod N
[a]={a+k*Nlke Z} heiBt Restklasse beziiglich der Division durch N

[a]+[b]=[a+b] ,,Die Problematik dieser Definition haben wir zur Beruhigung unseres

mathematischen Gewissens abgearbeitet.
[a]*[b]=[a*D]

Nullelement
[a]+Null=[a] Va Gibt es ein Null=[0]
[a]*Eins=[a] Va Ja, Eins=[1]

Gibt es ein Inverses?
[a]*[a] '=[1] 22?

Das hiéngt von N ab.
Bsp.:
N=15 [a]=[3] [bl=[5]

[a]*[b]=[0] keine Inverse
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N=p Primzahl (z. B. N=5)

a=1 [a]'=[1]

a=2 [a]'=[3]=[2°], denn [3]¥[2]=[1]
a=3 [a]'=[2]=[3?], denn [2]¥[3]=[1]
a=4 [a]'=[4]=[4°%], denn [4]*[4]=[1]

W

Das liegt an N=Primzahl.

Erinnerung: wenn a€ N, p Primzahl=>pla’2a=a mod p
wenn a€ N, p Primzahl und p mod a teilerfremd=a""' mod p

Satz:

Ist p Primzahl [a] eine Restklasse bez. p, welche # [0], dann hat [a] ein Inverses,
niamlich [a”?]

Beweis:
[a]*[a”*]=[a*a"*]=[a""]=[1]

p=7
[17'=[1]
[2]'=[2°1=[32]=[4] [4%2]=[1]
[31'=[3°1=[2431=[5]  [5*3]=[1]
[4]'=[4°]=[32]=[2] [2%4]=[1]

Algebraische Begriffe (Strukturbegriffe)
1) Aquivalenzrelation
2) Korper: Struktur, in der man mit +, * so wie iiblich rechnen kann, der au3erdem
eine Division erlaubt.
3) Ring: - dasselbe -, ohne Division

Restklassenring modulo n, Notation: Z/n
Besteht aus den durch die Reste gegebenen Aquivalenzklassen [a]={a+mnlme Z}.
Hinfort schreibe ich fiir [a] einfach a und benutze das = fiir die Relation = mod n

n=5 Wir rechnen in der Restklasse
3#2=1 4*3=2

Schule: Restklassen bzgl. 5

* 0 1 2 3 4  Multiplikationstabelle

0 0 0 0 0 0 zu jedem Element, auler 0, existiert ein Inverses
1 0 1 2 3 4 peg. *

2 0 2 4 1 3

3100 3 I 4 2 420—a'=a”? falls p Primzahl

4 0 4 3 2 1
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n=10

hat kein Inverses
hat Inverses

0NN
— A 9O

9
0
0 hat Inverses
8
7

(OST (SR

SO OO0
W N = O
AN B O
O O\ W OfWw
N oo~ O+
hnh O L S|
~ O\ o0 O|©

Wenn n=p;*p,, p1,p> verschiedene Primzahlen,

dann hat jede Zahl teilerfremd zu n ein Inverses: a teilerfremd zu n a”'=a®'""®>?"!

Der groBte gemeinsame Teiler ggT(n,m), gcd(n,m)
Berechnung am Bsp.:

gcd(45.30) Euklidischer Algorithmus
45=1*30+15

30=2*15+0

2cd(270,64) gcd(7.9)
270=4*64+14 9=1*7+2
64=4*14+8 7=3%2+1
14=1*%8+6 2=2*%1+0
8=1%6+2

6=3%2+0 gcd(270,64)=a

Wir bezeichnen fiir r>=0 mit [r]=max {ne Nyln<r} ganzzahliger Anteil von r floor(r)

Nehme r
ke [r#10k+11—10[r ¥10k ]

r_kzz_:oo 10k+1

Bsp.: m=r r=3,1415...
[r*10k+1]1—10[r *10k]

-1 _ _ _
[r*107]=0 k=-1=3 e
[r*10°]=3 k=0=1/10
[r*10'1=31 k=1=4/100
[r* 102]=3 14 k=2=1/1000
[r*10°]=3141 — Zahl
x4
: . : o &bk —p[r*
allgemein r>0, b>1 nehmen wir eine Basis, dann gilt r=

k+1
keZ b

Z, ist die k-te Stelle der b-Entwicklung von r

b=2=Binirstellen, b=16=Hexadezimalstellen ...

Bindre Operation auf Menge M

Abbildung ® von der Art, dass a®be M,
wenn a, be M
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Bsp.:
+1in Z, * in R, A in Aussagen, v in Aussagen, = in Aussagen, + in Restklassen, * in
Restklassen, * in Matrizen

kommutativ : a®b=b®a Ya,beM
assoziativ: (a®b)®c=a®(b®c) Va,be M

M sei mit einer bindren Operation ® ausgestattet
a®b=b

b®a=b YbeM

Bei bindren Operationen fiir die wir das +-Zeichen verwenden, nennen wir die
Einselemente 0-Element

Einselement
M=R ®=+ 0
Aussage  ®=v false
Aussage  ®=A true
Gesucht: ged(1y.17) Bsp.: p=120, 1 =25
120=4*%25+20 [1,0]{0,1]
25=1%20+5 [0,1]1-4%0,0-4*1]
20=4*5+0 [1,-4][0-1*1,1-1*(-4)] = [1,5]

5=gcd(120,25)=-1*120+5%25

Iy =q0*1'1+1'2 [Ao,Bo][ao,bo] [AO :l’BO ZO]
n=q;*n+ [A.B;1[a},b]
H=qy*R+1y

I =qg *rk+1+rk+2 [Ak,Bk][ak,bk], so dass ayx *I'O +bk >X<1'1 =Tk+1» Ak >X<I'O-l-Bk >X<1'1 =1

N =qN *IN4 +0

Rekursionsformel fiir a;, by, Ay, By

T = T ¥y T

==y F@ T +by )+ (A R +B )
=T * (A~ *q ) +5By =b, *q, )
=1,*a, +1,*b,

— _ ES — _ ES
a, =A =9 fa ., b =B, —q,¥b
Ay =ay B, =b,,
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Iy =q0*r1+r2 [1,0][0,1]

rlqu*r2+r3 [0,1][31:1—(]0*0,]31:O—qo*bl]

H=qy*nR+iy [a,=1-q,*0,b,=0-q,*b, ][ A —q, *a;,B, —q, *b, ]

e =qk " Ty + s [A,=a_,.B, =b,_ 1la, =A,_ —q, *a_,,b =B, —q_ *b_
N =qN *In41 +0 [ I[ay.by]

. . _Tun
Ergebnis: gcd(r, )—aN o1 +b 1 = god(r )
Berechne: 9" mod 17=? 1y =17, 1 =9
17=1*%9+8 [1,0][0,1]
0=1*%8+1 [0,1][1-1*0,0-1*1]
8=8*1+0 [1,-1][0-1*1,1-1*(-1)] = [-1,2]
1=gcd(17,9)=-1*17+2%9
2*9=1+Vielfaches (17)
2*9=1 mod 17
173" mod 438=?
438=2*173+92  [1,0][0,1]
173=1%92+81 [0,1][1,-2]
02=1*81+11 [1,-2][-1,3]

81=7*11+4 [-1,3][2,-5]
11=2%443 [2,-5][-15,38]
4=1%3+1 [-15,38][32,-81]
3=3*140 [32,-81][-47,119]

gcd(438,173)=1=-47%438+119%173 =  (173)" mod 438=119

1) Seien R, S zwei ganze Zahlen, dann existiert R'mod S genau dann, wenn
gcd(R,S)=1

2) Die GroBe R mod S erhilt man dann auf folgende Weise:
Finde mit igcdex (erweiterter Euklidischer Algorithmus) die Gleichung
a*R+b*S=1=gcd(R,S), dann a=R™ mod S

Die RSA-Verschlisselung
1. Ziel: Man mochte durch Bekanntgabe eine Verschliisselungsmethode, zu der man
nur selbst die Entschliisselung durchfiihren kann, dass JEDER einem eine
Botschaft schicken kann, die man nur selbst lesen kann.
2. Ziel: Man mochte Botschaften so Verschliisseln dass jeder sie lesen kann, aber
sonst niemand sie hétte schreiben konnen.
Verfahren:
Man wihlt zwei gro3e Primzahlen p,q, so dass die Zerlegung des Produktes N=pq in
seine Primteiler selbst fiir schnelle Rechner nicht durchfiihrbar ist.
Sie wihlen sich eine Zahl e zwischen 1<e [teilerfremd zu (p-1)(g-1)]<(p-1)(g-1), dann
geben sie N und e bekannt (6fftl. Schliissel)

Seite - 19 - © by Harry Kran



Wir rechnen aus d=e™” mod (p-D(g-1)
Das Zahlenpaar d und (p-1)(g-1) heiB3t unser privater Schliissel

RSA Wihle P-Zahlen p und g, Setze N=pq
Wiihle e teilerfremd zu (p-1)(g-1) und 1<e<(p-1)(g-1)
Offentlicher Schliissel e, N
Bilde: d=e¢' mod (p-1)(q-1)
Privater Schliissel: d

Bemerkung zum kleinen Fermat

Wir wissen m’=m mod p p=Primzahl
Also m™=m" mod p (m*-m*)=m*(m**"”-1)=0 mod p
1. Fall

m’ ist durch p teilbar = m durch p teilbar
= m(m*""-1) durch p teilbar

= m**"*'=m mod p

2. Fall

m**P-1=0 mod p

= m**"*'=m mod p

Betrachte p, q Primzahlen Wir wissen:

mEe-DE@-DH_ 0 6d Pq mEP D@D+ _ 0 5d p
m*®DE@ D mod g

Verschliisselung
n eine Zahl zwischen 1 und N wird folgendermaBen verschliisselt.
n — encrypt(n):=n° mod N (dabei brauche ich den 6ffentlichen Schliissel)

Entschliisselung:
n eine Zahl zwischen 1 und N
n — decrypt(encrypt(n))=n

Beweis :
(ne)d =ned | weil ed=1+k(p-1)(q-1), n®*=n""*"P9D=mod N
e*d=1 mod (p-1)(g-1) d. h. (ed-1)=Vielfaches von (p-1)(q-1) N=pq

Wie schwierig ist es das Vielfaches durch ausprobieren (sehr naive Methode) zu
knacken?
a) Raten der Faktorisierung von N
b) durch Raten von d
- p, q seien Primzahlen mit 20-30 Stellen
- p, q habe 50 Stellen

Wie viele Zahlen gibt es zwischen 10?° und 10%%?
Primzahlteilung: Es gibt unterhalb von x ,,ungefdhr*
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X
In(x)
T(x) *In(x)

X

T(X) = Primzahlen

X — oo]
1030 1030

= >1
In(1039)  30*In(10)
m(1020) <1018

Genauer: n(10%) =

Antwort:

Ich muss 10>’ Zahlen ausprobieren.

Alter der Erde in Sekunden = 1,5%* 10"

Raten von d: Da muss ich 10* Zahlen durchgehen
Vergleich: Ausdehnung des Universums in mm 10*’

Bsp.:
p=17,q=23 N=17%23=391 offentlicher Schliissel e=273

Jemand nutzt meinen Offentlichen Schliissel und sendet mir eine Botschaft, sagen wir
224
Entschliissele diese Botschaft

1. Schritt

d = Inverse e mod (p-1)(g-1)
mod 352

geht mit dem EEA: d=49

2. Schritt
Entschliisselung 224% mod N — 343 (entschliisselte Nachricht)
Probe: Verschliisselung 343> mod 391 — 224

Motivation fiir Repeated Squaring (Z)
1025"=2

1. Schritt 11 in Binérdarstellung

11= 2°+2142°=1%23+0%2%+ 1#2'+1%2°=[1,0,1,1]
Was stellt [1,1,1,0,0,1] dar?

1#2241%2% 415234 0%224+0%2 ' +1#2°=32+16+8+1=57

Berechnung von a™ a, M ganz
1. Schreibe M als Binéarzahl [1,0,1,1,0,1]
2. Schreibe darunter die [a32,a16,a8,a4,a2,a1]

3. Nehme die a-Potenzen iiber denen eine 1 steht und bilde das Produkt

Bsp.: 3*  81=[1,0,1,0,0,0,1]
[3,9,27,81,43046721,1853020188851841,3433683820292512484657849089281]
381=3%43046721%3433683820292512484657849089281]
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Nochmal 3% mod 11
81=[1010001]  [4,9.3,5.4,9.3]
3% mod 11 = 4#3%3=3

RSA

Bsp.: 2 p=503 g=101 N=pq=50803

Offentlicher Schliissel 40001 teilerfremd zu 100%502 = (p-1)(q-1)
Ihr Freund sendet Ihnen als Botschaft 2334

Aufgabe 1
p=17,q=23 N=p*q=17*23=391 o6ffentlicher Schliissel e=273

offentlicher Schliissel: e=273, N=391
privater Schliissel: d=e” mod 352 —x(p-1)(q-1)=352 (geheim)

Berechnung von d:
a*273+b*352=1=gcd(273,352)

Inverse a  Was machen wir, wenn a negativ ist?
a) Nichts, dann fallen wir auf die Nase!
b) 352+a ist ein Inverses (jetzt aber positiv)

Botschaft war: 224 / hier brauchen wir einen positiven Rest
Entschliisselung 224% mod 391

Aufgabe 2

p=401, g=211, N=pq=84611, e=56003 (Ist das zulédssig?)

Zuldissig: gcd(e,(p-1)(g-1))=84000=1

offentlicher Schliissel: e=56003, N=84611

privat: d=e”

1gcdex(56003,84000)=1, -37333, 24890 (gcd, Koeffizient von a, Koeffizient von b)
-37333%56003+24880*84000=1

-37333=d=¢"'

,,Besseres Inverses*
84000-37333=46667
Entschliisseln der Botschaft 12345 ergibt
12345"°°" mod 84611
a) Bindrzerlegung von 46667 — [1011011001001011]

Matrizen und Lineare Algebra
Kostensteigerung bei den Krankenkassen WiWo 1995

AOK BKK IKK EAR EAN
Zahnersatz 11 10 12 5 9
Massagen 6 2 7 | |
Vorsorge 11 24 13 6 23
Kuren 10 6 14 1 -1
Verwalt. 5 26 3 2 3
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0 012 0.05 0.09

0.11 0.
006 0.02 007 001 001 ) .

Mlz(g.% 024 0.3 0.06 0.23] — 5x5-Matrix (Zeilen x Spalten)
0.05

0.06 0.14 0.01 -0.01
0.26 0.03 0.02 0.03

Wie hoch waren die absoluten Steigerungen, d. h. ich suche eine neue Tabelle.

Absolute Steigerung a
a, Zahnersatz |« =M2  5x1-Matrix
a, Massagen \*
a, Vorsorge
a, Kuren
as Verwalt.
Wir brauchen noch die Ausgaben des Vorjahres
Ausgaben 1994
X AOK | .
X, BKK % =M3 5x1-Matrix
X, KK \©
X, EAR
X EAN

0.11*x,+0.10*x, +0.12*x, +0.05*x, +0.09*x, = a, (Element von 1/2. Zeile & 1. Spalte
0.06*x,+0.02*x,+0.07*x,+0.01*x, +0.01*x5 =a, 1/2. Zeile von M1 x 1. Spalte von M3)

Gleichungssystem
Formal schreiben wir

M1 x M3 =M2

0.11 0.10 0.12 0.05 0.09 X a

0.06 0.02 0.07 001 0.01 X a

0.11 024 0.13 0.06 0.23 X’ |=|a’

0.10 0.06 0.14 0.01 -0.01 || X* a’

0.05 026 0.03 0.02 0.03 X+ a2t
5

5

Produkt von M1 x M3 = M2

Wir rechnen damit aus dem x, die a, aus. Anderes Problem: Gegeben seien die

a,,..a,, gesucht seien die x ,...,X,.

Umkehrproblem: Losen der Gleichungen
Ubersetze das Gleichungssystem

2FX H5HEX, A TEX +12%x, +8%x, =12
X, +5%x, —1%x, =5%x, +7*x,=21
2%x =TFx, +4%x, -5%x, +21*x =1

in Matrizenschreibweise

2.5 7 12 18\ % 12

I 5 -1 -5 7|x =(21) mxk-Matrix
2 -7 4 -5 21) % 1

mxn-Matrix, nxk-Matrix

m=3, n=5 k=1
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Erkenntnis: Eine mxn-Matrix mal einer nxk-Matrix ergibt eine mxk-Matrix.

Produkt mxn-Matrix mal n x k-Matrix mit n # n 1st nicht erklart.

2 4
2357 -
(2 11 6)(2} 5] geht nicht

(2x4-Matrix — 3x2-Matrix)

| 2
(2 35 7) 21 _(a“ alz) a, =2%1+3%2+5%3+7%4
=25 1312 a, =1%2+-2%1+5%12+1*18

21

a, ... a b, ... b ¢, ... C
[ S 1]( o :lk]:[ Ho %kJ(mZeilenundn/kSpalten)

aml amn bml bmk le ka

er = ajl >kblr +aj2 >l<bZr +oeet ajn >l<bnr = ;ajr >l<bsr

A*B=C

Die Anzahl der Zeilen von C = Anzahl der Zeilen von A.
Die Anzahl der Spalten von C = Anzahl der Spalten von B.

1 2)(1 O)\_(11 0 1 0\(1 2\_(1 2
0 0/\50/7\0 0 5 0/\0 0/ \5 10
Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, d. h. A*B#B*A

MuPAD M=matrix( [ [1,[],....[]1]1) []<eine Zeile

Von den folgenden Kostenarten entfallen auf die Patienten in NRW, H, NS, B folgende
Anteile

Zahnersatz Massage Vorsorge Kuren Verwaltung
NRW 0.35 0.40 0.25 0.50 0.30
H 0.20 0.15 0.25 0.10 0.20 Matrix M4
NS 0.15 0.15 0.30 0.10 0.20
B 0.08 0.10 0.30 0.05 0.10

Was ist der Anteil der absoluten Kostensteigerung der auf die Patienten in NRW, H,
NS, B entfillt?
0.35*a, +0.40*a, +0.25*a, +0.50*a, +0.30*a,

absoluter
Kostensteigerungsanteil
k, NRW Matrix M5
k2
K NS M4#*M2=M35
3 M4*(M1*M3)=M5
k, B

Wir rechnen aus die Regionale Aufschliisselung der Kostensteigerung der einzelnen

Kassen.
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AOK BKK [IKK EAR EAN Matrix M6
NRW
H M6=M4xM1
NS M5=M6xM3=(M4xM1)xM3
B M4x(M1xM3)=(M3xM1)xM3

Die Matrizenmultiplikation ist ASSOZIATIV.

Bem.:
Seien A, B, ¢ Matrizen, dann gilt (sofern die Produkte definiert sind)
(A*B)*C=A*(B*C)

Wir hatten Ml*[;é ] {
X!

Aufgabe war: Gegeben seien a,,..a, gesucht seien die x ,...,X;.

)= (Ml)“{ } { l}

mxn-Matrizen konnen mit nxk-Matrizen multipliziert werden
(mxn-Matrix)x(nxk-Matrix)=(mxk-Matrix)

ke

RS

(Ml)‘*(Ml*[

R e

< 4 34 4

Produkt ist assoziativ, im Allg. nicht kommutativ
3x+4y+5z+2t=12
Xx—-y+z+0t= 1

X
3452\y|_(12 o
(1 _110) ) —(1) Matrix 3
t
1) x+y+z+t=1 17) 4x+5y+6z+3t=13
2) x—y-z—z=2 2’) 2x-2y+0z—-1t=3
X X
1111y_ 4563 y|_ (13
11112_ 2—20—12_3
t t
11 11 +3 1+3 I1+4 1+5 142
1 -1-1 1 1 1 1+1—1 I -1+1-14+0

. In
A:[ Dot ]
a .- Qa
ml mn

a.+b, ... a +b

11 . 11 = 1 . 1

A+B= : oo
a +b --a +b

ml ml mn mn

nur definiert: wenn Zeilen und Spaltenzahlen iibereinstimmen
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x X X
12}, (1 y[_(12 yi_(1
v 3 =(F)+ () M Y= M|y ()
t
Die Matrizenmultiplikation ist distributiv. Betrachte die nxn-Matrizen: Ist ein Ring.

Besondere Matrizen

100 1456 1456
010(*2317 2317
001 3142 3146
a, ... _
I = 3 : {1 wenn i= k} heiBt Einsmatix.
a_ - 0 sonst
Es gilt nxk Matrizen A I * A=A und fiir alle j*n Matrizen B: B*I =B
3x+6y=a  Lose nach x und y auf
4x+2y=b
(3-12)x+0y=a-3b
9x=3b-a x=-1/9a+1/3b

2y = b-4x = b+4/9a-4/3b = 4/9a-1/3b
x=-1/9a+1/3b y=2/9a-1/6b
11
36\«(x)_[a),/) o 1 a 36)
@9 G)=)] 2 3 B)=()ES)|

9 6 9 6
Sei A eine nxn-Matrix (also eine quadratische Matrix)
B heillt das Inverse von A, wenn gilt A*B=1 ~ B*A=I_

statt B schreiben wir dann B=A"!

Sei A eine nxn-Matrix. Betrachte das Gleichungssystem

X, r
X, r
Axl = Lose dieses nach x,,...,x |
X r
X, L X r X r
X r X - < :
_ . _ _ 2 1 % * 2 _ B 2 . _ -
A 1(A )_A : Assoziativ B(‘A‘ ! A) —A 1 _A 1
X T X r X ;

Losung, sofern A-! existiert

1 1\fabl_(a+cb+d
00/[\cd)™\ O 0
hat kein Inverses
Spiter sehen wir: A, B nxn-Matrizen mit A*B=I_ =B=A"
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Weitere spezielle Matrizen
a

E Spaltenmatix bzw. Spaltenvektor (a b ¢ ---) Zeilenmatrix bzw. Zeilenvektor

1
Vertauschung von Zeilen und Spalten bei Matrizen:
12
13579)  trans Bg%— 13579\ (A*B)T = BT * AT
21512) wpesion 255317121512 -
92

Bem:
A, B seien nxn-Matrizen, A'l, B! seinen deren Inverse
Was ist das Inverse von (A*B) also (A*B)'lz?

10A00

01000] (a,...a, a, +M\a 1,a12+7»a _

88(1)(1)8 G BRI E= : L
a, -+ a a e a

OOOO] 51 S5n 51 S5n

addiert man das A-fache der dritten Zeile des 2 Faktors zur ersten Zeile, sonst alles
unverandert

E (kA" =E (.k—-M)
E_(i,k,A) A addiert diese Multiplikation das A-fache der k-ten Spalte zur i-ten Zeile

A E______:—(Xz X) (Y3 )
F =0,5%(x, =x)(y,~y))
FQZO,S*(Xz_X3)(Y3_Y2)

F3 = 0,5*()(3 _Xl)(y3 _yl)

v

Flache A: (X2 —Xl)*(Y3 _yl)_%((xg _Xl)(yz _y1)+(X2 _X3)(y3 _YQ)+(X3 _Xl)(Y3 _yl))

(X, =x3) = (X, =X) = (X5 —X))
1

(%2 =X (Y3 =¥ =3 (%3 =Y ) = (63 =%)* (G (33 =¥ =2 (3 = ¥))
A=
=206 =X)*(¥; =) =5 (%3 =%)(3; = ¥)
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A:%);i:)y(i: ;3:;1 2x2 - Determinante
cl_ 36/ _ -

3-er Determinante

21 ay Ay

a; b ¢
22 22 (C:2 =(a, *b, *c;+a,*b;*c +a;*b, *c,)—(c, *b, *a; —c, *b, *a, —c; *b, *a,)
3 03 &3
b C b C b, ¢
2 2 1 b; cl =ab,c, +a,b,c, +asb,c,—ab,c, —a,bc,—asb,c
Was macht diese Matrix bei
Multiplikation von links.
(1 k) . . .
Sie vertauscht die i-te und
k-te Zeile des zweiten F.
100012345 12345
000121034 |_|5211 0 |Vertauschung der i-ten und k-ten Zeile
0010112217 |111221
0100){52110 21034
a,, a a
;11 12 %n Sie heifit A . 5.0
o A A | e gni Jl)(‘ﬁ ;tlk ):>A<j,j2)<k,kz>
: oo . . 27
aml amk o amn
Def. Determinante
n=2 A_(:“ auj |A| det(A) = a“ o2 =a, % a,, —a), Fa,,

n=allg. € [] |A|:.Zl(‘1)”j A2y
=

|A| besteht aus n! Summanden (wenn A eine mxn Matrix)

— —1)+j+VZ(k,2
A(j,l)‘ajl_Z( 1) RS )‘A(j,k)(l,Z)‘ajlak2

Al=2)
=

a a “ee
a; :}-2 Es wird von der Matrix A(} die erste Spalte und (k-1) Zeile

: gestrichen (sofern k>j), andernfalls wird die k-te Zeile gestichen
aml “ee

1+(k-1) — 2+k
(=1)VZ(k2) —{g BH}( = (- 1()2112+1 fafﬁlsliiik

Was passiert, wenn ich die ersten beiden Spalten vertausche?
Aus Fall (1*) wird Fall (2*)

Die Determinante dndert das Vorzeichen (VZ)!!!
Feststellung: Bei Vertauschung von Spalte 1 und 2 dndert die Det. ihr Vorzeichen.

Beh.:

Eine Det. dndert bei Vertauschung zweier beliebiger verschiedener Spalten ihr VZ.
Beweis: Klar fiir den Fall n=2
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Annahme: Es gilt fiir die Det. von (n-1)*(n-1)-Matrizen zu zeigen. Dann gilt es auch
fiir nxn-Matrizen.

1. Fall: Es finde eine Vertauschung von k,j beide ungleich 1 statt. Dann dndert sich
(wegen der Annahme) das VZ der |A;)l. Also dndert sich das VZ von der Det. A

2. Fall: Vertauschung von 1-ter Spalte mit 2-ter Spalte (schon bewiesen)

3. Fall: Vertauschung von 1-ter mit k-ter Spalte (k not z)

Fiihre ich zuriick auf Vertauschung von a) k mit 2 (der jeweils vorhandenen Matrix)
b) 2 mit 1 (der jeweils vorhandenen Matrix)
¢) 2 mit k (der jeweils vorhandenen Matrix)

AuBerdem gilt (ohne Beweis, aber mit dhnlicher Argumentation)

(1) IATI=IA (2) IB*Al=IBI*IAl B,A nxn-Marizen

Folgerungen: (1) eine Det. bei der 2 Zeilen/Spalten iibereinstimmen, hat den Wert 0.
YAl 231 pada_ohiin

31317]=0% weil=[3 1347 315%317)=°731317=>"0=0

5759 5759 575*%5 9 5759

(2) Die Multiplikation aller Elemente einer Zeile/Spalte mit einem Faktor ¢ dndert den
Wert der Det. um den Faktor c.

(3) Ist eine Zeile/Spalte das Vielfache einer anderen Zeile/Spalte, so hat die Det. den
Wert 0.

Ay A A Oy el A @y A e (dyy @y e Oy e
Ay v A Oy o8y L A 3 L g o
A Ok 7 13m L R N L Qg "

ap0ly ap a3 ayy

a, o : . .
DR =2 +0y)(=DH ‘Au),(l)‘ =2a,;(=D
amlocml a

Aj1‘+20c1j(—1)1+j‘Aﬂ‘

mn

Wert der Det. mit den a,,,...,a__in der ersten Spalte + Det. mit den a’s in der ersten

Spalte
(4) Det. sind bez. einer festen aber beliebigen Zeile/Spalte linear.

kal
kan
5

Kompakte Schreibweise

- & . (b -
a=| : b=| : Operationen a +b
a'1’1 bn
5

-T -
*h — ES ES ES
a *b=a *b +a,*b,+...+a_ *b ~ Schule:

- ~T—

b=<a,b>=a b

a;, ... a, _ (a o
A:( :11 1 J ak:( lkJ k-te Spalte, A=(a,,a,,...,a )

arnl amn ank
) —(T)
a ,
~) , ~_| @ | ™
=k —te Zeilenvektor = (a,,a,,,...,a,,) A= : AT = 2,
—(m) —(T)

a
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_

A+B=(a, +b.a,+b,....a, +b_)

m

_

Erinnerung: A=(a,.a,....a;....a,)

(1) det(A)=det (aT,EQ,..., a?,..., 5:) =- (aT,EQ,..., a?,...,i,...,i) Operation der Vertauschung

(2)det(al,az,...,aj,...,Kaj,...,an) =0
(3)det (a;,a,,..,a, +0,,..,a )=det(a,a,,...,a,,..,a_)+det(a,,a,,..,0,...a )
(4)det(a,,a,,...,a, +oag,..,a,) =det (@, . aj.ay,0na,)

Addiert man in einer Det. zu einer Zeile/Spalte das Vielfache einer anderen Zeile/Spalte, so dndert
sich der Wert nicht.

Bew.: det(a,.a,....a,....a,) +0det(a,,....a,...a,)

0
det (A+B)=det(A)+det(B) UNFUG

(2a,,2a,,...,2a_) = det (A + A) = 20 det(A)

n=5 det - _ . —
=2det(a,,2a,,...,2a ) =2%2det(a,,a,,2a,,...,2a )

Il
—_
SOOoOW

+0*2+0%2+0%?

SOoOoOoO—
SOOWN
SN =00
SO WnN =
OI—=\O
\O L D W

OO ©oa—0O

|
—

*
oY)

+0%7=1%3%5

ON— vunwh

Nol¥,5\S)

(7)8‘:1*3*5*7*9

Bem.:
Die Det. einer oberen oder unteren A -Matrix ist das Produkt der Elemente auf der Diagonale.
1030, |1030 1030

0010/_10100 __0100__(1y__
010010010 =~j0010=" )=
011 0011 10001

0 0

ooom MR
hier ver- hier ziehe
tausche ich ich die 3 Zeile
die 2 und 3 von der 4 ab.
Zeile.

Ay o Ay n _

A:( D ] det(A)=a, * A, +(=D"2ay A, +.+ (=Dl A= (—Dk+a Ay (1)

anl ces ann jzl%,—/
nxn—Matrix

k ist fest

Determinantenentwicklungssatz:
det(A)= 3 (~DFia, A, (2)

k=1

Beweis: 2 aus 1 durch Transposition

> (~Diia A, = 2 firrzk=? fir
=1

i (=1)itka jkA i« = det(A) =0 = nach Entwicklungssatz
j=I1
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Verbesserter Entwicklungssatz

y ' _J 0, wennr#k
jZ:;(—l)kHajrAjk = {det(A) wenn r=k}

n , _] 0, wennr#k
2. (=D)itk arjAkj - {det(A) wenn r:k}

=l

A % %(1) (by,) by =(=Di*kA
= B=(b. L= (=)t .
1 3 > ik ik ik

2 -2 4 2 —-1-1 200

B=|-13 -5 BT={2 3 1 BTA=(020 ABT = dasselbe
-11 1 4 -5 1 002

det(A)=2

l T — -1

2B A

Satz:

A sei quadratische Matrix. Hat A eine Inverse, so gilt
BT, wobei B=(b,, ) b, =(=Di*kA,

-1

~ det(A)

Beweis:
_N _ % e _ Jdet(A) wenn r=k
(Crk) Cu = jébjrajk - Zi(_l)ﬁ Ajrajk _{ ( o)sonst }

=

0 det(A 001
BTA =det(A)I, (det(A))'BTA =1, ABT ebenso

Ta_
B A= det(A) 0 0 100
BIA=| 0 det(a) 0 | —det(A)| 010 |=1_Einheitsmatix

Satz:
Eine quadratische Matrix A hat genau dann ein Inverses, wenn det(A)# 0

Beweis:

A sei invertierbar, d. h. es gibt ein Al

I=det(I ) =det(A*A-1) =det(A) *det(A~!) = det(A) 0

Wenn andererseits det(A) # 0, dann haben wir das Inverse sogar konstruiert.

Invertiere
1030 1030 1030 1000 1-300
A={0100/_10100/_10100/_10100 B=/0 010
“10100(7({0010|7(0010|7|0010 10100
0011 0011 0001 0001 0-101
Fiihre diese durch Zeilenaddition / Zeilenvertauschung und Multiplikation mit Konstantem

Faktor auf den Diagonalterm.

Buchhaltung

1000 1000 1000 1030)1-300 1000
0100(_/0010(_{0010 A#p|001010010[_{0100(_; pgeacg
0010|,710100|7j{01 00O 010001 00710010 ™4 -
0001 0001 0-101 0011)L0-101 0001
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1333
A= (1)(2) (1) _22 Berechne das Inverse  B=(b, ) b, =A, (-1)i* Subdeterminante
0-1-20
6 4 20
0 0 -2
15-10 50 2 1 _
B=| 1371030 bll—det(Zl n %] 2[2 =6
6 4 20

00 -2
0 2
blzzdet((l)_l J=(—1)_20=4

Kandidat fiirs Inverse

| I TR 0 0 & 3 b33
T—_ 1 |- N =3 = )24 R (— —
deA) D TdeA) |2 5 22 BrA(0) e § 6P T |- 202 L=0
0 00O -8 22 5 28
Grund det(A)=0 Wir priifen das nach
0, weil 1. Zeile = 2. Zeile — 3. Zeile
0 -12 6 5 4 4 6 5 4-46 5 4-46 5
0 6 3-7|_, |06 37 06 -3-7 06 -3-7
4 -4 6 5 |~ 0-12 6 15 0001 0023
-8 22 5 28 0-3017 38 0023 0001

2
det(A) = (—1)Anzahl der Vertauschungen 4 * 6 * 2 * 1 = 48

Gauss Algorithmus
A nxn-Matrix B nxm-Matrix

10
Aufgabe 1: A*y=I :( )
Lose die Gleichung A*y =B, y=? A=(2 -1) 27101

1o Aufgabe 2: A*)~( = (%)
Aufgabe 1:
(2 —1{1 0) Fiihre den linken Teil mit Elementaroperationen auf eine A-Matrix
10[01

Elementaroperationen
(1) [i,k] fiir i #k “Vertauschung der Zeilen i und k*
(2) [i,k,A] fiir i #k "Addiere das A-fache der i-ten Zeile zur k-ten Zeile*
(3) [0,k,A] fur A #0 "Multipliziere die k-te Zeile mit A

Dann...
211 0\ g 173j(1 -1/2[112 0 1 -1/2[1/2 0 0 10[0 1
(1 001)[0’1’”2](1 0 )[12‘1](0—1/2 1/21)[21”(01/2 1/21)[022](01 12)

Bei der letzen Matrix steht auf der rechten Seite die Losung 7, in diesem Fall das Inverse von A.

({0

(i oo} =202 n(g 5780 1ol )i0-2.21(5 9)15) 2=(1))
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om0

Elementarmatrizen

1
E @G,k)= ( J Vertauschung von i-ter Spalte und k-ter Spalte

1
1
001 Wirkung: E_(i,k) A=Vertauschung der Zeilen i und k bei A
010 =E, (3,5 A=nxn-Matrix
100 Fazit: die Op. [i,k] kann durch Multiplikation E, (i,k)A erzeugt werden.
1

1
1 .
E, G,k,A)= . A | A Element in der i-ten Spalten und k-ten Zeile
1

Wirkung: Elementaroperation [i,k,A]
1

. A: k-te Zeile/Spalte
E_(0,k,A):= A

Wirkung: [0,k,A]

Bem.:

Unsere Operation entspricht der Hintereinanderausfithrung der Multiplikation mit geeigneten
Elementarmatrizen.

€,,€,,€;,...,€ — Erbebnis der Umformung

(z—:N...(sj...(ell))IeN...ej...elB)
(Ey-- € &) *A=T = (ey..&..8) = A"

rechts steht (£N...£j...£1)B =A-B

Probe:
A(A-1B)=(A*A-)H)B= I B=B

;V—J
gesuchte

Aufgabe:
A=nxn-Matrix, B=nxm-Matrix (gesucht x ? mit A*x=B)

Start i=1
(*) Beginn, wenn
a, =0, suche ein a ks 0 mit j>i und fiihre [i,j] aus, wenn nicht moglich, dann return ("A-! existiert nicht")

else [O,i,ai] end.

1

[1, k,—aL] /I erzeugt Nullen ober- und unterhalb von a
ki

for i # k do end for
1:=1+1

wenn i+1>n, dann return ("Fertig") else goto (*)
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32-3
A=| 3 2 1 | Finde Al bzw. Lose A*x=I
-13 1
32-3[100 1 2/3-1|1300 12/3-1|1300Y__(12/3-1/3 00
321(01010,1,1/3]) 3 2 1{010{([1,2,-3]] 0 O 4—110[131]0 0O 4(-110
-13 1001 -1 3 1001 -1 3 1{001 011/3 0(1/301
12/3-1{3 00 12/3-11 3 0 O 10-1|3/110-=2/11\
[2,3]]011/3 0|1/3011[0,3,3/11]/]0 1 O 1/1103/11 [21 -2/3]101 0(1/110 3/11 [031/4
0 0 4/-110 00 4|-11 004 -11
10-1{3/11 0 =2/11\__(100]|1/441/4 -2/11 1/44 1/4 -2/11
01 0(1/11 0 3/11 [311]0101/11 0 3/11 Al=[1/4 0 3/11
00 1(-1/41/4 O 001(-1/41/4 O -1/41/4 0
123 123/100 1231 00
A=|456 456[010[{—|456|/0 1 0] hatkein Inverses
579 579|001 000|-1-11

Problem: A sei eine nxn-Matrix, B nxM-Matrix

Gesucht: Losung x=? von A*y=B

Spezialfall:

m=n A invertierbar — Gauss Algorithmus

101000
8 (1) (2) (1) 8 % Treppenform / Zeilenfiihrer
000014

Bem.:

Jede Matrix ldsst sich durch Anwendung von Elementaroperationen auf Treppenform bringen.

121 211 120
012 012 010
011 001 001

keine Treppenform keine Treppenform keine Treppenform
121 10-3 100
012|—=|01 2 |— Diagonalmatrix| 01 0
010 00-2 00-2

Zeilefiihrer der Zeile ist der Erste von 0 verschiedene Eintrag a, in dieser Zeile

Eine Matrix ist auf Treppenform, wenn
(1) die Zeilenfiihrer miissen 1 sein (a, =1)
(2) fiir die Indizes k,,k,,... gilt k; <k, <k,... usw.
(3) oberhalb der Zeilenfiihrer miissen 0-en stehen
(4) a. ., =0 fiir alle j>0

it+j.k;

Algorithmus (Entzerrungsalgorithmus)
111112

A= A=nxm-Matrix I : Setze A links und I_rechts in ein Schema (AlI )

DN = =
W=
DO =t
—_— =
DO =
o W

Dieses nennen wir die erweiterte Matrix.

Den linken Teil der erweiterten Matrix nennen wir Matrixteil den rechten Operationsteil.
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111112(1-110
A= % % % (1) % 3 % (1) _01 8 Der Operationsteil unterhalb des letzten Zeilenfiihrers heiflt Kontrollteil
232125/0-1-11

Kontrollteil: (0,-1,-1,1)
Ist dieser Teil leer, so setzen wir den Kontrollteil = (0,0,...,0) n-Spalten
Wir setzen in den Bereich des Kontrollteil Nullen (nachdem wir uns den Kontrollteil gemerkt haben).

Dann Verschieben wir die Zeilen so nach unten, dass die Zeilefiihrer in der Diagonale stehen. In die
leeren Zeilen schreiben wir in die Diagonale eine -1, dann fiillen wir das Schema mit Nullen so auf,
dass ein m-Zeiliges Schema entsteht.

(1)(1) (1) 8 (1) % _11 _11 (1) 8 Die Spaltenvektoren, mit einer -1 in der Diagonale heil3en
00-100 0l0 0 0 o| Kemvektoren, diese fassen wir zu einer Matrix zusammen,
00010 0l1 0<=10 die Kernmatrix heif3t. . .
0000=10l00 00 Die Kontrollmatrix kennen wir schon. Der rechte Teil des Schemas
00000110000 heieBe jetzt Operationsmatrix.
Kontrollmatrix Kernmatrix Operationsmatrix
111 1-110
0 01 -11 00
- _|-10 0 10000
K=(0,-1,-1,1) N=l"0g 0 0 Q=17 0 210
0-10 0000
0 0 -1 0000
Satz: Die Matrixgleichung A*y =B, x =7 ist nur dann und nur dann I6sbar, wenn gilt K*B=Nullmatrix

(K = Kontrollmatrix)

Sofern dies gilt ist
x =Q*B eine spezielle Losung ( Operationsmatrix)

Fiir die Kernmatrix gilt
A*N=Nullmatrix

Die allgemeine Losung (sofern 16sbar) der Matrixgleichung ist y = Q*B + N Koeffizientenmatrix ,
wobei die Koeffizientenmatrix eine beliebige Matrix mit soviel Zeilen, wie N Spalten hat und m-Spalten.

1 11) (000
1111120 0 1| (000
AsNo|121113]=10 0(_{000
=1111012]l0 0 07000
232125)/0-10] [000
00-1) (000
Spezielle Losung
A*y=B
113
B= % % % Gibt es iiberhaupt eine Losung?
232
113
K=0-1.-1.1) %[ | # 1 = (0,0.4) Gleichung nicht 16sbar!1!
232
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1234 1234
Lose: A*x=B fir B=|]7 1 0111 1 7191=(00.0.0) Also lssbar
2321 2321
Bsp.: A sei nxn-Matrix mit det(A)# 0
Kontrollmatrix (K)? Operationsmatrix (X)? Kernmatrix (2)?
K=(0,0,...,0) n-Spalten N=¢g Q=A-1
4 =311 0\ 1 =3/4[1/4 O\ia7a (1 =3/4[17/4 0 \iyr=7m(1 O[1/4 1/8
(0 6 01)[0’1’”4](0 6 |0 1)[0’2’”6](0 110 1/6)[2’1’3/4](01 0 1/6)
(174178
M 1( 0 1/6)
—8 —46 38
M=| 1 6 -4
—24 -140 110
—8 —46 38]100 —8-46 38| 1 00 —8-46 38| 1 00)[0,1,-1/8]
1 6 —4[010|[1,2,1/8][1,3,-3]| 0 1/4 3/4[1/8 1 0|[2,3,8]| 0 1/4 3/4[1/8 1 0 |[0,2,4]
—24 -140110/0 0 1 0 2 —4(-301 0 0 —2|-281)[0,31/2]
123/4-19/4|-1/80 0 10-22/-3 23 0 )z5—5(100]-2565 11
0 1 3 |1/24 0 |[21-23/4)|01 3 |1/2 4 0 |27 51010/7/2-8-3/2
00 1 |-141/2 00 1 |-1 4 172/2"*“loo1]-1 4 1/2
-2565 11 _18 _26 32 Die 4 Zeilen Z,...,Z sind linear Abhiingig
M-1=|7/2 -8 -3/2 M= "
-1 4 1/2 —24 140 110 1%7. +1% 7. +1%7. +1%7 =
—31 180 144 2\ + 152, + 1% 2, +1%7, =0
Entzerre

Was ist die Kontrollmatrix
Bedingung an Losbarkeit M *x=B

In B muss die Losbarkeit der vierten Zeile die Summe der 1, 2 und 3-ten Zeile sein.
(1,1,1,-1) M=1.Zeile=1.Z+2.Z+3.Z-4.7Z=(0,0,0,0)

Losbarkeit (1,1,1,-1) B=0-Matrix

Vektorraum iiber R: V
a) Eine abelsche Gruppe beziiglich der Operation + (man kann mit + wie iiblich rechnen)
b) Multiplikation der Elemente von V mit Elementen von R erfiillt Regeln
a. r(atb)=ra+rb re R, a,beV
b. (5+n)a=na+na
c. r(na)=(nn)a
d. 1*a=a

Die Elemente ac V heifien Vektoren statt a manchmal a

Bsp.:

R, Die nx1-Matrizen (Spaltenvektor mit n-Zeilen) nxm-Matrizen
1) Seien a?,@,...,i € AcV (A Teilmenge Verktorraum (VR) V), 1,1,,...,1 € R,

dann heiBt V = n * a +1 * 5; ..t 1 * 5; Linearkombination der a
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2) Alle Linearkombinationen von Elementen in A heiflen Lin(A) — ,,Lineare Hiille von A®, die ist ein
Vektorraum

3) Die Vektoren a, ey i heiBlen linear unabhiéngig, wenn aus r; * a? +1, * @ .1 *i =0 folgt

r1=r2=r3=...=1‘k=0

;1:(?) gz(éj £=@ fl((l)jﬂz((l)):o:(gj

a;,a, sind linearabhingig 4*a; +2%a, =0
ai, 5;, 5; nicht linear unabhiingig
4) Die max. Anzahl linear unabhéngiger Elemente in einem VR V heifit Dimension von V — dim(V)

Bsp.: V=nxm-Matrizen — dim(V)=n*m
5) Die max. Anzahl linear unabhéngiger Zeilen einer Matrix M hei3t Rang von M

Begriindung von dem Entzerrungsalgorithmus
Aufgabe: A*y =B x=? A sei nxm-Matrix
Statt dieser Gleichung schreiben wir A*y =1 *B. Auf A und I, wenden wir die Elementaroperationen

solange an, bis A auf Treppenform ist. Das Produkt dieser Elementaroperationen nennen wir €.

( % w=( el )B Q Bei (eA)x si.nd als Zeile k+1 nur 0—.en.
Matrixteil Oper?t;)ns— €A = Also sind bei (€l )B=(gA)y ab Zeile k+1
grr;%pen_ teil 0 Q, mr Nullen.

Folgerung:

2, (Kontrollmatrix)*B = Nullmatrix, wenn Gleichung 16sbar
Notwendig fiir Losbarkeit ist Kontrollmatrix B=0

Q
Wir sehen jetzt in der Matrix {Q—l} den Teil von Q,= 0 (Alle Eintrige = 0), die entstehende Matrix
2

nennen wir Q.
Unsere Aufgabe (sofern die Kontrollbedingung erfiillt ist) heillt dann (eA)y = OB.

Jetzt wenden wir Zeilenvertauschung auf das Schema [£A| @] so an, dass die Zeilenfiihrer auf die
Diagonale gebracht werden. Die dafiir notwendigen Operationen fassen wir in der Matrix € zusammen.

Die Gleichung lautet dann
(e(eA)Y = (e* DB

ist der entzerrte Matrixteil bis auf die eingesetzte — 1 — e

Wir suchen nun nach einer speziellen Losung. Die Zeilen-/Spaltennummern in den keine 1 in der
Diagonale steht, nennen wir kritische Zeilen, ihre Zeilennummer kritischer Index.

Spezielle Losung: y soll in den kritischen Zeilen nur 0-en haben

£(eA) =M My = QB, x speziell, Q=e€
1
1
0
k, ~ ~
kritisch M= b, |x=@'B
1
1

Seite - 37 - © by Harry Kran



Die Gleichung wird (weil % speziell ) nicht veridndert, wenn wir die kritischen Diagonalelemente

verdndern. Ich kann also in M anstelle der Nullen in den kritischen Diagonalelementen jedoch eine 1
setzen ohne die Gleichung zu verédndern.

1 0 x = QB, fiir die spezielle Losung (spezielle Losung = Operationsmatrix * B)
1 1 X =Q*B

& Also war die Kontrollmatrixbedingung auch hinreichend.
0 1 ) speziell

Gesucht wird: Allg. Lésung

)A( sei eine weitere Losung unserer Ausgangsgleichung
A¥y=B, A% =B=A*y—A*y=0
A*(x— )A() =0 Also gilt fiir jede Spalte N von () — )A() das A*N=0 N=Kernvektor

Eigenvektoren: Gegeben sei eine quadratische Matrix A
Ein Spaltenvektor y # 0heifit Eigenvektor, wenn es eine Zahl A gibt, so dass A* A=A *y

Die Zahl A heifit Eigenwert.
Finde die Eigenvektoren

A*y=kIny (A—Mn)yzO
Situation
A=nxm-Matrix finde alle Kernvektoren An =0

1)% 2)(eA) 1) Zeilenvertauschungen (Zeilenfiihrer in Diagonale)

2) brachte Matrix auf Diagonalform

An=0& (e(eA)n=0 A:=g(eA)
Gesucht Kernvektoren fiir A
1 04y
1 oy
A= 0 « kritische Zeile
1
1
Beobachtung:

Wenn n # 0ein Kernvektor ist, dann hat er in mindestens einer Kritischen Zeile einen Wert # O stehen.
Annahme: n habe in allen kritischen Zeilen eine Null stehen. Dann diirfen wir bei A in den kritischen

Zeilen irgendetwas einsetzen ohne die Gleichung An =02zu verindern. Wir setzen 0 oberhalb der
Diagonale ein und 1 in der Diagonale.

1 0

I, = | und es gilt: IAﬁ:0 Da IAﬁ=ﬁ erhalten wir n =0
0 1

Wir interessieren uns nun fiir die spezielle Kernvektoren.

n‘k? (#0in Zeile k i in alle anderen Zeilen = 0)

Beobachtung:

Anj- =0 in A diirfen wir alle kritischen Spalten auBer k f dndern
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I o,
1
1
Any sind ebenfals Kernvektoren
1+n !
K; Wir multiplizieren so, dass in k i~ Zeile eine -1 steht
B 1 o4y
: r=k—1| 1 0 By 1oy
.oe J .. . BZ _ 1&2
N -1 N .
nk = 0o k O nk :0: .ee
: j ! B, —lo,
0 1 0(=1)
1
[.))1:061 [.))2:062 Br=OCr r:kj—l
o
n=| %2 | Das war das Ergebnis der Entzerrung
-1
Sei n nun allgemeiner Kernvektor mit Eintridgen
T, Yk, > Yk in den kritischen Zeilen
q
n+ Yk, * n—kT +Yk, * n—k; +7 * I = Kernvektor=0
q q
hat Nullen in kritischen Zeilen
n==Yg Mg ~Yk, Ok, — Yk Nk = Linearkombination der speziellen Kernvektoren
q q

Die Lineare Hiille der speziellen Kernvektoren enthilt ALLE Kernvektoren

Bestimme Eigenvektoren und Eigenwert von

_(2-6 T S
M—(z —8) Mv—kv—sz

Bed.: Es gibt kein
AT det(M-AL,) =0

- 2-L -6
M-ALy)v =0 M-AL, =
(M-ALy)v 2 (2 —8—%)
A
2-L -6 \_
det( 5 _8_k)——(2—k)(8—k)+12

12-2-A)@8-1)=0 A2 +40—-4=0
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Vektorrechnung

Vektoren im [ > naive Vorstellung ,,gerichtete Grofie*

a,b Vektoren, es kommt nicht auf den Ursprungspunkt an

A

Ar A

»
»

<

a= a* eT +a,* ej durch Linearkombination von Koordinateneinheitsvektoren
= _ (b .7 _[(a+b, —_(1
j, b—(bz), a+b_(a2+b2 e =|p)

Ldnge eines Vektors (oder Betraq)

a=

a,

‘5‘ :=./a; +a; Pythagoras

Skalarprodukt: a*b=a, *b,+a,*b, Zahl, kein Vektor / manchmal statt a*b=><a,b >

Geometrische Interpretation des Skalarproduktes:

a*b= ‘5‘ *‘B‘ cos(o)

a

@)

ohne Beweis

—

b

0
.= (]

|

v

Zwei Vektoren heiflen orthogonal, wenn a*b=0 (passiert, wenn a und b senkrecht aufeinander stehen,

oder ein Vektor (8) ist.

\ﬁ\ mit \ﬁ\ — 1 heiBt Einheitsvektor

Gesucht: Einheitsvektor n mit derselben Richtung, wie a (#0)

A

[a| =12
Einheitsvektor

Aufgabe: a (#0) Bestimme alle Einheitsvektoren nmitn_La

n,

* a0 — 2 2 _
n, *a, +n,*a,=0 n;+n;=1

1

_ _ _ [ 2 _
) n,=—Aa,, n,=Aa, A= all+a12——H
a

Seite - 40 -

n=

1

a

(

a,

)

© by Harry Kran



Vektoren im [ ° und (1"

a
a 1
N2=d%|aed,a el 0°=1la la.a,.a,e0 0"=41%lla.a,,..a el
- a2 1 ’ 2 ’ - 2 1>%2°%3 EARAE - E 125295 %n
a
3 an

Addition als Spaltenmatrizen / Multiplikation mit [] oder Ae[] wie bei Spaltenmatrizen

3 dimensionaler Anschauungsraum

A A A
(X, y, z)-Achsen (X, y, z)-Achsen
Rechtssystem Linkssystem
R - ©2 ei\(oder Q) R
<4 - - .
7 auf den Leser < von dem Leser S
zeigend wegzeigend

(Kopf, rechter Ful3, linker Ful} — ist ein Rechtssystem)

Koordinateneinheitsvektoren ¢,,¢,,e, werden so gewihlt, dass sie ein Rechtssystem bilden.

Was bilden...
—_ —_ —_ - 3—1 — — —
(62,63,61), (eS,el,ez), (ez,el,eS) a=|a, [=ae +a,e, ta,e,
Rechtssystem Rechtssystem Linkssystem

Aufgabe: Bestimme den Abstand des Punktes a von der durch die

Punkte p,, p,, P;» P,» Ps aufgespannte Ebene.

v

<

- -

a,be "
Skalarprodukt: a*b=ab, +a,b, +..+a b

Linge von H =+/a*a Geometrische Interpretation des Skalarproduktes

Wir zeichnen die 2-dimensionale Ebene , die von a und b aufgespannt wird

s

(und legen diese in Tafelebene).

* Lineare Hiille von E,B e= é n= E

0o

2cos (gj =‘E+ﬁ‘ 2sin(gj :‘E—ﬁ‘
2 2
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sin (%] Additionstheorem:

o sin(B +y) = sin(B) * cos(y) + sin(y) * cos(B)
o - cos(B+7v) =cos(B) *cos(y) + sin(B) *sin(y)
2

R

cos| & : — g g _ . g " g
/ (2} sin(Q) sm(2+2j 2(sm(2j COS(ZD
n cos(a)zcos(g+gj:cos(gj —sin(gj
2 2 2 2

COS(OC):COS(%T_@H(%)Z:i(\gﬂzr_\a_ar):1((g+a)*(g+a)_(a_a)*(g_ﬁ))

1 2 =2 = = ==Y = -
:Z(H +‘n‘ —‘e‘ —‘n‘ +2e*n+2e*n):e*n=

N

Genauso mit sin.:

sin(00) = \/1-(e#n )

sin(o) =205 & rsin( & | e+ \e )= Lol i
=2 e n)r(ern)r(emn) (o) = 202 - 22*(6 ) = i-(c*1)

L (A _ (b
a=| : |, b=|: Skalarprodukt:
an bn —

.~ el = a
a*b= a‘*‘b‘cos(oc) ‘ ‘

@)

—

b

Seien a, b € 0  mita#0, b=0

SD !

2

orthogonal: alb=0

Bestimme alle Vektoren, die orthogonal zu @ und b sind.

- a, - bl - Z - - - -
a=|a, |, b=|b,|, z=|z, zla, zl1b
a; b, Zy

Bedingung:

z,*a,+z,*a,+z,*a, =0 z(a, *b,—a,*b)=(b,*a,—a,*b,) z,=1
z,*b,+z,*b,+z,*b, =0 z,(a,*b, —a,*b,)=(b,;*a, —a, *b,)

(M fa—a*b)  (bfamath) 1

1 (al*bz_az*bl) ’ (az*bl_al*bz) (al*bz_az*bl)

Z, a,b, —a;b,

z, |=A|ab, —ab,

Zy a,b, —a,b,
-

Abk.: axb Vektorprodukt
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Vektorprodukt (existiert nur im )

~ . [a,by —asb,
axb=| a;b, — a,b,

a,b, —a,b,

Regeln:

axb = —bxa (La)xb=A(axb)  ax(b+c)=axb+axc
axb ist orthogonal zu aundzu b

Geometrische Interpretation: ‘QXB‘ = ‘5‘ X ‘B‘ sin(Q)

Beweis:

T\ 2.2 2.2 2.2 2.2 2.2 2.2
( X1 (f:)(n)—f:2n3+e3n2+e3n3+e1n2+eln2+e2n1 2{e,n,e,n, +e;n,en, +ene,n,}

=(e+e3)*n}..—2{.}=n] (1—ef)+n§(1—e§)+n§(1—e§)—2{...}:1—(5*ﬁ)2

e*n = H ‘ﬁ‘ cos(a) = cos(a) =1—cos(a)’ = sin(a)?

- =2 - - - -
‘exn‘ =sin(a)’ ‘exn‘ =sin(a) (axb) = sin(Q)
D =7

a,bell’
e IF| = Flidche des Parallelogramms = ‘B‘ *‘ﬁ‘
i a : L -
‘h‘ :‘a‘*|sm(°°)| aus 1= = sin(ot)
S i
b

|F| = ‘5‘ *‘B‘ *|sin(oc)| = ‘EXB‘

Charakterisierung von axb

1) ‘EXB‘ = Fliiche des von a, b aufgespannten Parallelogramms

2) orthogonal zu aundzu b
3) 5, B, axb sind ein Rechtssystem

A A Bestimme das Volumen
i/ I =[x
;\ ¢ h hat Richtung von axb

[b|=[elsoe(n]]  V=[axb| [ coson| = (axb) ¢

».
>

a
Spatprodukt
(axl;) ke = [E,B,E] hei3t Spatprodukt

- -

(BXE) *a = (cxa)*B = —(EXE)*B = —(EXB)*E = —(Bxa) *C von a,b, ¢ aufgespannten Spats
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Wir rechnen mal Komponentenweise

Zwischenrechnung
a1 bl Cl a’1 bl C1
a h P a, b, a; b,
a=|a, |, b=|b,|, c=|c, a, b, ¢c,|=¢, +c, +c,
a, b, a, b,
a, b, C, a, b, c,

1. Komponente 2. Komponente 3. Komponente

(ZIXB)*EZ a,b,c
(1 . (O — (0
e,=(0, e, =[1|, e=|0
0 0 1
g —la, b a, bl —la, b
a, b, e,|=¢, a2 b2 +e, 3b3+e3 a b=
a3 b3 63 3 73 1 1 2 72
212b3 - El3b2 a, bl ﬁ N
=|a;b, —ab, |=a, b, e, =axb
ab, —ab, ) |a, b, e,

Beweise, dass

al b1 e1
axb=la, b, e,| orthogonal zu a und b ist

a; by e,

—_— ﬁ*ﬁ
a b el | b, S¢ a, b, ¢

*o — k| —
a, b, e, C—azbzezc-az‘gzc2
a; by e a, by e;*c| 13393 G
Gegeben
- 4, - bJ - ¢ 4
a=|: |, b=|: |, c=|: el
ay b, Cy

Bestimme alle Vektoren, die orthogonal zu 5, bund ¢ sind.

c,(a,by—asb,)+c, (asb, —ab;)+c,(ab, —a,b, ) = (EXB)*E

€ =

oo
(¢]
(3]
Il

a, b, ¢
V =% b, ¢,
a; by c,
a, b, c,

NSNS

Allgemeine Erkenntnis:

—_—

a® a@ a® ... " en

ail) aiz) ain—l) e
al al” ---al™" e,| orthogonal zu allen diesen Vektoren
W 0 o
al” a? ---al e,

Seite - 44 -
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Geraden im [ 2 Geradenim [1°  , X2

A X
X = (;; ) allgemeiner Vektor auf Geraden P X = (i%}
3 :xl
P
> X
1. Form: x =P+At 1.Form: x=P+At,+A,t, t, t,inEbene, 1. u.
2. Form: ax, +a,x, =1 2. Form: ax, +a,X,+a;X; =1

n-1 dimensionalen Ebenen im 0"
1. Form: E,Q,...,Q_j fest, lin. unabhingig P Ein Aufpunkt, fest X = P+kt +k2t2+ A+A

nlnl

2. Form: ax,+a,x,+..+a X, =T

Weitere Darstellung

n-1 dimensionale Ebene im [J " konnen auch durch n-Punkte ﬁl, 1?2,...,1?

n

Kiirzester Abstand vom Nullpunkt
X =dn+At
Abstand von X zu 0

(X)" = (dn+25)(dn +At) = d*nn + Adnt+ A%t
0

2 —12
‘x‘ =d2+k2‘t‘ miminal, wenn A =0

mimimaler Abstand ist d

v

d weitere Form

() -2

X,n, +x,n, =d

I
bl

><l

v

n N\

Hesse-Normalform n = (rrlll ) normalen Vektor (von 0 in Richtung Gerade) ‘ﬁr =1=n;+n;
2

X = (;:1 ) d = Abstand der Geraden zum Nullpunkt > 0
2

_ e
xn, +x,n,=d
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Wie kommen wir von der 2. Form zu Hesse?

2 2
a a a a

Xa +X,a, =1r—— L X, + 2 X, =T denn[ L }+( 2 le

171 22 Division durch 2 ) 7l 2 2 72 > 2 2 2 2

i+l i\/a1 +a; i\/al +a; i\/al +a; i\/al1 +a;
r
VZ so, dass >0
+/

Bsp.: 1
3x,+4x,=15

Berechne Normalen Vektor und Abstand zum Nullpunkt
Division durch +v/3%+4* , das VZ muss das der rechten Seite sein, also +v3*+4* =5

k2, = Ca (315
gXI +§X2 =3 Abstand vom NP:d=3 n= (4/5)
Bsp.: 2
3x,—2x,=-1,5 Division durch /3*+2> =—/I3
3
3 3 3 - _ﬁ 3

- X+ X, = n-= d:—
NN E RPN E) 2 NE

Vi3

Abstand eines Punktes von Geraden: P = ( YI)
2

Abstand von x;n, +x,n,=d=0
Abstand =a=yn,+y,n,—d

A

Abstand Punkt P zur Gerade a
n*P=d+a
a=n*P-d
(i) 5-{2)
Y n,

a=ny, +n,y,—d a<0, wenn P auf dem selben Ufer,
wie der Nullpunkt liegt.

v

d

Berechne den Abstand des Punktes P = (g’) von der Gerade!

4x,-2x,=5 Auf welchem Ufer liegt P?

1. Schritt: Division durch +v4? + 2% = +4/20
4%3  2%8 5 9

4 2 5
X, — X, — =0 a= — — -
V20 V2077 20 V20 ~20 20 V20

liegt auf Nullpunkt Ufer

Abstand P = (%(5)) von X, +X, =2

HesseForm'i+i—i:0 a—£+£+i:£
BRI NN NN
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Auf Uferseite des Nullpunktes
Legen Sie eine Gerade durch E = (é), 172 = (_51)
Bestimmen Sie den Abstand des Punktes 6 = (g) von dieser Gerade

E - 172 geht in Richtung der Geraden (_23) ‘ Ll )i‘

N= | 23 el ist orthogonal zur Geraden

€
:+3e1 + 262 = (%) 1 zur Gerade
—~ - = 1 1*7
n= n*P=d=—=(3*%1+2%2) =

/7() 3 )=
=50 =7

\/,

7 9

=i+ G-d =6 =

(1Y _ (0} _ [1
Betrachte die Ebene U’ welche durch die Punkte P, = (2], P, =( 1 J, P, = (1} gegeben ist.
3 1

(2
Bestimme den Abstand des Punktes Q = (1] von dieser Ebene!

0
R, . (-1Y = (0
t,=P,—P, t,=P,—P, liegenin Ebene t, =| -1 |, t,=| -1
- -2
s
N=|-1-1e¢,| steht L auf Ebene
—4 2e,
(2 . -2/3
N =| -2 | Division durch £v2*+2°+1° =43 n=%|-2/3
1 1/3

n*P=d+(-2/3%0+(-2/3)*1+1/3* (1)) =—(-1) =1
a=n*Q-d=6/3-1=1

0" gegeben die Punkie

1 0 1 1
p=01p=| ] B=|2| P=|2|Di ine Ebene auf
=0 1 1- Bs=| g | P+=| ] | Diese spannen eine Ebene au
1 0 0 1
1) Bestimme die Gleichung
2

2) Abstand von Q = %
1
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X3
X, iy i,
n*x=n*P =d n*x=d

€,

P,-P, P,-P, P,-P, % =N L zu der Ebene
Y3
e4

-100e¢
N:i éf%zsa—gug—za Division durch £+/3?+ 12+ 22 +2% = £//18
)
-1-10e¢e,
N 1 ;
n=—p—=—r |5 | d=n*P,
18 32
2
g8 1 7

R TN TR T

Bestimme alle Vektoren im U *, die orthogonal zu den Vektoren

1 2 X,
t, = (1) und t, = % sind. Allgemeine Losung X = iZ
0 0 3
t,*x=0, ,*x=0
X Xy Xy
wl X, | o X5 | 1010)*)( _(0)
(1010) Xi =0, 2110 Xi =0 (2110 xi_O
Xy Xy X4

Losung : x Kernvektor

tl,g,...,ae [ " Finde alle Vektoren inJ " die 1 zu diesen Vektoren sind.

Losung: (tl,tz,...,tm) =1, x muss Kernvektor von A sein.

Bestimme die Schnittgerade der Ebenen 4

X, +2x,=3x, =4, X, +X,—Xx; =1

X -
(1 23 )[XIJ:(4) X =X + A *Kernvektor

1 1 _1 2 1 speziell
X3

K-Kernvektor

Xspez.

v

Gegeben k-Vektoren (Spalten- oder Zeilenvektoren, derselben Dimension)
ab jetzt V=V

V(l) V(Z) V(3) V(k)

Gegeben k Zahlen a,,a,,...,a,

aV»+a,V® +a,V? +..+a, V" Linearkombination der V"..V®
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Die Linearkombination heiBt trivial, wenn alle a, =0, sonst nichttrivial

Die Vektoren V.. V® heiBen linear abhingig, wenn es eine nichttriviale Linearkombination gibt, die
den Wert des Nullvektors hat

Bsp.: 1
v® =(%), v® =((1)), (8)=a1(5)+a2((1)):>a1 =0, a, = 0= linear unabhingig
Bsp.: 2
o _ (1 @ _(0 e _ (1 M @ _vo _[0
v _(2),\1 _(1),\/ _(7) 1#V0 4 55O _y _(0)

Die Menge aller Linearkombinationen der V... V® heiBt lineare Hiille dieser Vektoren
Lin(V®,..,V®)

Lin (V(D,...,V“‘)) ist ein Vektorraum

A sei nxm-Matrix ZA,,ZA,,...,ZA seien die Vektoren, die durch die Zeilen von A gegeben sind.
SA|,SA,,...,SA, seien die Vektoren, die durch die Spalten von A gegeben sind.

212 > I 2
(3 ! 5) ZA,=(212), ZA,=(3 4 5), SAI:(3), SAZ:(4), SA3:(5)

a
aSA, +a,SA, +..+a SA = A[ 3 J
a

m

bZA,+b,ZA, +..+b ZA =A(b, -+ b, )

Die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen in A heil3t ,,Zeilenrang® von A
Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten in A heil3t ,,Spaltenrang* von A

2x3 Matrix (1 0 1) Spaltenrang=2

217) Zeilenrang=2
A =nxm — Matrix Zeilenrang < n, Spaltenrang < m

Satz: Zeilenrang = Spaltenrang, deshalb sprechen wir nur noch vom Rang einer Matrix

Probleme:
Was sind die Koeffizienten der linearen Abhéngigkeiten?
also der (b, --- b, ), so dass b,ZA,+b,ZA, +...+b ZA =0 der Spaltenvektoren bzw. der

Zeilenvektoren?
Was ist der Spaltenrang / Zeilenrang?

Satz:
- Die lineare Abhéngigkeiten der Spalten sind die Linearkombinationen der Kernvektoren von A
- Die lineare Abhédngigkeiten der Zeilen sind die Linearkombinationen der Zeilen der
Kontrollmatrix
- Spaltenrang und Zeilenrang sind gleich der Anzahl der Zeilenfiihrer der Treppenform

Seite - 49 - © by Harry Kran



111112) Lineare Abhingigkeiten der
121113 -Spaltenvektoren
111012 -Zeilenvektoren
232125
Z=(111112) Z,=121113) Z,=111012) Z,=(232125)

aZ +a,Z,+a,Z,+a,Z,=0

fiir mindestens einen Koeffizienten # 0
(a,a,,a5,a,)=(0 —1 —11) ist nichttriviale lin. unabh.
einzige bis auf Skalare Vielfaches, dann ist der Rang=3
weil dann Z,,Z,,Z, linear unabhiingig sin

einfacher: (0 —1—11)*(A)=(00 0 0)

Spaltenabhédngigkeiten
IS,-1S,=0 1S,-1S,=0 IS, +1S,-1S,=0

1 1 1

0 0 1

-1 0 0
(A ot=0 (a)+9 =0 (a)Q |=0

0 -1 0

0 0 -1
Kernvektoren ...
Satz:

1) Alle linearen Abhéngigkeiten der Spalten sind Linearkombinationen der Kernvektoren

2) Alle linearen Abhiéngigkeiten der Zeilen sind Linearkombinationen der Zeilen der
Kontrollmatrix

3) Zeilenrang = Spaltenrang = Anzahl der Zeilenfiihrer

Entzerrungsalgorithmus nxm-Matrix A

nicht Entzerrt
El te MT | OP
All |—===—MTIOP| = 0.0 | (-
operationen .
Treppenform Nullmatrix | g ontrollmatrix

OP = Produkt der Matrizen der angewandten Elementaroperationen (diese waren invertierbar)
Folgerung: Op = invertierbar (Op)”~ existiert MT=0P*A

Begriindung zu 1:
Aus Def. von Kernmatrix folgt das Spalten der Kernmatrix N,,N,,...,N  die Eigenschaften haben

A*N, =0. Aus Entzerrungsalgorithmus wissen wir, dass jeder Kernvektor Linerkombination der

Spalten der Kernmatrix ist.
Aber Lineare Abhéngigkeit der Spalten = Kernvektor

Zusatz:
Spaltenrang = m — Anzahl der Spalten der Kernmatrix = Anzahl der Zeilenfiihrer

Begriindung zu 2)

Die Kontrollmatrix seien die Zeilen r bis n der OP-Matrix, d. h. die Zeilenr,...,n vom MT sind
Nullmatrix
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Kontrollmatrix * A = Zeilen r bis n von MT = Nullmatrix
beliebige Zeile von Kontrollmatrix * A = Nullvektor

Also definiert jede Zeile von der Kontrollmatrix eine lineare Abhéngigkeit der Zeilen von A. Sind
das ALLE??77?

Sei a=(a,,...,a,) Lineare Abhingigkeiten der Spalten von A
a*A=0 = A(OP)'(OPA=0 = (a(OP)"')MT=0
—

MT
Also a lineare Zeilenabhingigkeit von MT < a*OP lineare Zeilenabhingigkeit von A
Wir bestimmen also nur noch die linearen Zeilenabhédngigkeiten von MT

1010{1 -1 1 0) Die Lineare Abhédngigkeiten von MT
Treppe(A 1) = 0100-11 0 0| konnen keinen von Null verschiedenen _
n 0001|1 O —10| Eintrag haben, der einen Zeilenfiihrer korrespondiert
0000[{0 =1-11) (weiliiber und unter dem Zeilenfiihrer nicht steht)

Ansatz: Betrachte: Kontrollmatrix*(OP)" = Q
Q*MT =Q*OP* A = Kontrollmatrix *A =0

De linearen Abhingigkeiten von MT sind also Linearkombination der Zeilen von
Kontrollmatrix * (OP)™
Also lineare Abhingigkeiten sind ((Kontrollmatrix)*OP"') OP = Kontrollmatrix

Der Rang von MT ist offensichtlich die Anzahl der nicht-Null-Zeilen von MT und dies ist gleich der
Anzahl der Zeilenfiihrer. die Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix dndert den Rang nicht.

Zeilenrang von MT = Zeilenrang (OP'1 MT) = Zeilenrang von A
Anzahl der Zeilenfiihrer A
Zeilenrang = Spaltenrang

Bsp.:
1 11 1) Gesucht: Rang, linearen Abhédngigkeit von Zeilen und Spalten?
1211
A= 1 110 | Rang(A)= Anzahl der Zeilenfiihrer = 3
2321
11111 -1 1 0) Lineare Zeilenabhdngigkeit von A=(0,-1,-1,1)
— 1y ok — -1 -
Treppe(A*1,) = % % % (1) 11 (1) _018 Kontrollmatrix * A = (0,-1,-1,1)A
2321|0 -1-11
Spaltenabhingigkeit — Entzerrung
1010 1
8 (1) _O] 8 Kernvektor= _0]
0001 0

Lineare Abbildungen [J " —[1"
Eine Abbildung T*[ ™ —[1" heifit linear, wenn fiir je zwei Skalare A,,A, €[] und Vektoren

V,V,el™ gilt:
T(%, V42, V) = AT (V) 42,7 (V)
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Beispiele:
(1) Streckungen
(2) Drehungen
(3) Spiegelungen
(4) Matrizen

T (V) = AV A sei nxm-Matrix
det
dies ist eine lineare Abbildung

A V40, V,) = ALV, )+ A (X, V,) =LAV, +1,AV,
T(AV,+1,V,)
AT (V) +0,A(V)

Alle linearen Abbildungen:
T: 0™ —1[" sind durch Matrizen gegeben.

Beweis: Betrachte die eT,..., E; im[] ™ (Einheitsvektoren)
Setze: S, =T(e,),...S, =T(e,). S;....S, 0"
Setze:

Xy

_ — — _

. - g X - -
A= (Sl,Sz,...,Sm) nxm-Matrix, xe ] ", x=| %2 |=x.e,+X,e,+...+X, €,

X

m

A*x = A’k(xlel +X,e, +...+ Xmem) =X, A*e, +x,Ae,+..+x Ae =XxS +x,5,+...+Xx_S

1. Spalte von
A=S§

m

—

= xlT(a)+X2T(€)+...+XmT(E;) =T(x1€;+...+xm6;) =T(X)
Also:
Ax=T(x) vxel"

Eine lineare Abbildung T: 0™ —[I " ist durch eine Matrix A

Ar=(T(e).T(e;) . T(e,))
Wann ist T suriektiv, injektiv, bijektiv???

1) Surjektiv: genau dann, wenn es fiir jedes re [ " ein x e [] ™ gibt mit AT§ =r

Also muss fiir die Kontrollmatrix K von A, gelten: K*r = Nullmatrix Vre["

Deshalb K = Nullmatrix, dass passiert nur, wenn Rang (AT) =n

nxm-Matrix ist surjektiv < Rang(A;)=n

2) Injektiv: A, nicht injektiv, dann gibt es xie [l ™ und ein xj e "™ mit XT # Xj

Ax;=A.x,d h A, ()T1 - xi) = Nullvektor d. h. es gibt einen Kernvektor
[N

#0
Xz(;l—;z) #0von A,
A ist also genau dann injektiv, wenn es keinen Kernvektor gibt, wenn also der Rang von

A, gleich mist.
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o= OO
—o oo
o= OO
oo
o= O
— oo

1000
0010
0001

+ nxm-Matrix ist injektiv < Rang(A,)=m

oo —O

000

1
0
0
0
A

3) A = bijektiv, wenn n = m und Rang(A,)=n < A invertierbar < det(A)#0

Drehungen + Spiegelungen: '™ ="
Ein lineares T: [ ™ —[1" hei3t Drehung, wenn
(1) Skalarprodukte erhalten bleiben, d. h.
T(x)*T(y) x*y vx,yel"
(2) Rechtssystem werden in Rechtssysteme iiberpriift

Gilt nur (1) und wird ein Rechtssystem in ein Linkssystem iiberfiihrt, so sprechen wir von
einer Drehspiegelung

. 3
Bsp.: imU
1
Drehung von V = (2] mit Winkel o
3
13cos(o) | 1 cos(a) 3sin(a)Vi4 1
14 14’ 7 14 7

Wie sehe ich, ob eine Matrix eine Drehung ist??? T sei diese Matrix
T(x)*T(y)=x*y Vxy

(Tx)' Ty

X' (TTT) y=X"y Vx,yel"=T'T= I (solche Matrizen heiflen orthogonal)

Eine Matrix A ist orthogonal, wenn A" * A =1 < Skalarprodukte bleiben erhalten

Matrix A fiihrt Rechtssysteme in Rechtssysteme iiber genau dann, wenn det(A)>0
A Drehung < A orthogonal + det(A)>0 (det(A)=1)
A Drehspiegelung < A orthogonal + det(A)<0  (det(A)=-1)

Aufgabe: bestimme die Determinante einer orthogonalen Matrix A

det(ATA)=det(I)=1=det(AT)*det(A) = (det(A))" =1=> det(A) = £1

4/5 3/5 0| Wenn ja: Bestimme Drehachse und Winkel
0 0 1

3/5 4/50)\(3/5-4/50 100 3/5-4/50
A'A=|-4/53/5014/5 3/5 0|=|010|det|4/5 3/50|=1

3/5-4/50) eine Drehung?
Ist A=

0O o0 1)Ll o 0 1 001 0 01
Also ist A Drehung! Wie finden wir jetzt die Drehachse?

Drehachse:i=k A%k =k
Ak =Tk = A%k —Tk =0 = (A-1)k =0
Die Drehachse ist der Kernvektor von (A-I)
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-2/5-4/50 —2/5-4/50)( . 100
A-I=| 4/5 =2/50(|I|—=| O 10/50(|I{—=|010
0 0 O 0 0 O 000

~ 0 _ (0
k= i{ J = i—(O} Wir wihlen k = [OJ z-Achse
-1 1 1

1. Achse 1. Achse

SO 7 N\

2. Achse 2. Achse

3. Achse 3. Achse

Bestimme die Matrix der Drehung um die 3-Achse zum Drehwinkel ¢!

cos(a) —sin(a) O - (=sin(a) ~ (cos(a)
A(a)=|sin(a) cos(a) 0| e,=| cos(a) | e, =] sin(a)
0 0 1 0 0

Allgemeine Drehungen von [1° Gegeben Drehachse E(mit ‘E‘ = l) Drehwinkel o

Stelle die Matrix auf!

Eigenschaften: Drehung ist Matrix A (o) mit

(1) A¥k =k

(2) Jeder Vektor L zu k und um den Winkel o in der Ebene L zu k gesetzt.

A(a)p=(kp)(1-cos(a))k+cos(a)p-+sin(a)(kxp)
Zeige dass diese Abbildung linear ist und die gesuchten Eigenschaften hat.

Spaltenrang und Zeilenrang sind gleich der Anzahl der Zeilenfiihrer der Treppenform von A

100
Drehungen: [] > — [J > M ist Drehung, wenn MM =| 0 1 0

001
Problem:

1) Drehachse + Drehwinkel —— Drehmatrix det(M)=1
2) Drehmatrix — Drehachse + Drehwinkel M lineare Abbildung

Gegeben:
Drehachse mit |kl=1 und Drehwinkel, dann ist M die gesuchte Drehung, wenn gilt:
- M) =k

- fiir jeden Vektor p L k gilt:
M(p)=p*cos(at)+sin(a) kxp

b‘ Konstruktion der linearen

Abbildung dieser Drehung.
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[1°5q—2><k,q>(1-cos(a))k+cos(a)q+sin(a) kxq
Skalare

Bem.:

1) @ ist linear

2) es giltk=q: @(k)=<k,k>(1-cos(o))k+cos(a)k+sin(a) kxk kxk=0
= k+sin (o) kxk=k
3)q=p mitp L k ¢(p)=<k,p>(1-cos(a))k+cos(a)p+sin(a) kxp
da <k,p>=0 erhalten wir @(p)=cos(o)p+sin(a) kxp @ ist die gesuchte Drehung

Ubersetzung von @ in eine Matrix M, also der Einzelteile

1) q-<k,g>k
2) q-kxq
1 Teil:
k, k, k, *k, ik, *k, ik, *k,
v(q)=<k,q>k k=|k, :(k*kT)q k*k" =]k, |(k, k, k;)=| K, 7k, K, ¥k, K, ¥k,
3 k, Kk, ks k, kg kg
2 Teil:

k,q;—k,q, )| Definition des 0 -k, k
v,(q)=kxq= [k\%ql -kq, } Kreuzproduktes = [

quz - kqu
k sei Achse mit Ikl=1

q, | Diese Matrix hat
q, | dieselbe Wirkung kxq

100 0 -k, k,
Drehung (Achse =k, &) = (I—cos (o)) (a; =kk;)+cos(a)| 0 1 O [+sin(a)| k, 0 -k,
001 X, k, 0

Gegeben Drehmatrix z. B.

-2/3 2/3 -1/3
M=| 2/3 1/3 -2/3 | Bestimme Drehachse und Drehwinkel

-1/3 -2/3 -2/3

Drehachse! M*k=k M*k=I*k (M-D)*k=0

100
Bestimme den Kernvektor von M—(O 1 OJ
001

Wenn (M-I) zwei linear unabhéngige Kernvektoren hat, dann M=I (trivial)

Drehwinkel

A
e,

Ebene L zuk

k
Drehachse

M sei eine yxy-Matrix. Bestimme In(M) eM
Bsp.: Differenzialgleichung

Gesucht y(t) welche erfiillt y(t)=ayt
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Losung:
y(t) = ce™

mit mehreren Komponenten

¥,(0) a
y(©) =] y,(t) a= ay y(t)=ay
¥5(0) a33

Losung:
y(H)=e"y(0)

y,(0) Mat
y(0) =| y,(0) | Wenn ich nur wiisste, was e ist!?!
y;5(0)

Sei M eine nxn-Matrix: berechne die Eigenvektoren
0+ yell" heilt Eigenvektor, wenn es ein A€ [ gibt, mit My=Ay, A heifit dann Eigenwert

Berechne die Eigenwerte zuerst:

Eigenvektoren

4 -14 27
M=|9/2 -51/2103/2 | Macht Sinn nur bei quadratischen Matrizen
3/2 -21/2 43/2

Eigenwerte

100
det (M -X (0 OB =(0——Polynom, weil Eigenvektor zu X ein Kernvektor dieser Matrix.
001

Bsp.:
det(..)=0  x-x’=0

Gesucht: Nullstellen x=0, x=1, x=-1
Zu jeder Nullstelle gibt es min. einen Kernvektor (Entzerrungsalgorithmus)

0 4 14 27
0(=19/2-51/2103/2 | diese muss entzerrt werden — Kernvektor
1 3/2-21/2 43/2

-1/3 -1/3
KvV=| -2 Probe: M*¥*KV=| -2 | stimmt= 1KV
-1 -1
e™  M=Matrix welche Eigenschaften will ich haben???
eth *etzM — e(t]+t2)M

Gesucht: Funktion e™ mit der Funktionsgleichung
Wir fangen einfach an

73
_(A 0 ire =€ Y
M_(01 M)Danndef.wne —( 0 e‘;”‘J
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A, A A, A
eth *etZM ~ et] 1 0. etz 1 Q B etl 1 *etz 1 . 0 . B e(t]+t2)kl 0 B e(lle)M
0 et])nz 0 etz}nz 0 etllz sk etz}nz 0 e(t]'HZ)}”Z

Mache aus ,,allgemeinem* M eine Diagonalmatrix!

Situation: M sei nxn-Matrix mit n linear unabhdngigen Eigenvektoren
EV,,EV,,..,EV, zu den Eigenwerten A, A,,...,A,

Spiele mit B=(EV,EV,,...,EV, )

n

Erinnerung: A*Q Q=(Q,,Q,.....Q,) =(AQ,,AQ,....,AQ,)
M*B = (M*EV,M*EV,,..,M*EV, )= (ALEV,,A,EV,,...A EV )

A, 0 0
B* 8 }“2 8 = (A, *1Spalte B, A, *2Spalte B,...,A_*n—teSpalte B)
0 cor e A

n

= (MEV,,M,EV,,...A EV.) =M *B

A A, B diagonalisiert M, wenn gilt A
B'*M*B=B"'| B*| . =/ . B~'MB = Diagonalmatrix = .
A, A, A,

In diesem Falle definieren wir

e 0 - 0
™M 0 et 0 -1
e =B 0 0 B
0 ...... etxn

Erfiillt dies die Funktionalgleichung???

e™ 0 0 e™ 0 0 e™e™ 0 0
eM#e?™=B| 0 . 0 [B'B O . 0 B'=| 0 . 0 [=etM

0 0 e 0 0 e 0 0 ettt
In(M) — Funktionalkalkiil

Polynom

x"+a_x""+..+ax'+a,=P(x) Polynom vom Grad n

Finde die Nullstellen

n=2

ax?4+bx+c=0 quadratische Ergiinzung, pq-Formel
2

LY L

2a V4a’ a

n=3 Gibt es entsprechende Formeln
n=4 Gibt es entsprechende Formeln (steht aber nirgends) — wir auf n=3 zuriickgefiihrt
n=5 geht prinzipiell nicht

Wenn in P(x) alle Koeffizienten ganzzahlig sind, dann ist jede rationale Nullstelle Teiler von a, —
,.Satz von Gaul3“
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Bsp.: P(x)=x - 3x2—-x3+3=0
Kandidaten fiir rationale Nullstellen sind: 1, 3, -1, -3

Weitere Nullstellen in dem wir die erste Nullstelle nutzen, um es auf ein Polynom 2 Grades
zuriickzufiihren.

Px) -0 X, = Nullstelle
X—X,
Finde die Nullstellen von x°-1=0 Was sind die Nullstellen dieses Polynoms?

Leichte Suche aller 2x2-Matrizen x mit x° -I,=0

270 -1
en(”) n=1,2,3,4,5

. (10 . (0 -1
Neue Zahlen: 1_12—(0 1) 1_(1 O)

()b
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